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протокол № 1
ПЛАН ЛЕКЦІЇ

Вступ.

	1. Матриці.

	2. Визначники.


Висновки.

Мета лекції:

Дати поняття про матрицю, як про математичний об'єкт, який використовується в економіці. Дати поняття про дії над матрицями (додавання, вирахування, множення, транспонування та обернена матриця). Розглянути правила й алгоритми виконання цих дій. Розглянути приклади з економічним змістом. Розглянути поняття визначника й найпростіші методи обчислення визначників 2-го й 3-го порядків. Розглянути поняття мінору елемента матриці та поняття алгебраїчного доповнення.
ВСТУП

У будь-якій науці рівно стільки науки, скільки в ній математики.

І. Кант

(Immanuel Kant; 1724 - 1804)
Людина змушена піклуватися про задоволення потреб у їжі, одязі, 
у гідних умовах життя. Для цього вона має вирощувати пшеницю, розводити тварин, будувати будинки, створювати техніку, робити покупки в магазині, готувати їжу і виконувати безліч інших справ, завжди приймаючи рішення про те, як варто виконувати кожну справу, щоб одержати бажаний результат.

У простих випадках для правильного рішення достатньо досвіду. 
У складних питаннях потрібна наука, що дозволяє передбачати події 
і з мінімальними втратами досягати потрібного результату. Такі науки 
є в кожній галузі людської діяльності. Проте всі науки, так само як і повсякденний досвід, корисні лише тоді, коли "дають" конкретні, точні рекомендації для прийняття рішень і відповідають на питання "що, коли, скільки і як варто робити". Кожне таке питання має якісний і кількісний бік. Кількісний бік визначається числом. Тому однією із необхідних умов прийняття правильних рішень є вміння правильно рахувати. 

Це уміння доступне не тільки людині. Рахувати уміють тварини, 
до трьох уміють рахувати ворони.

Рахувати доводиться роблячи покупки, готуючи їжу, плануючи бюджет сім’ї, управляючи підприємством, областю, державою. Рахують усе: гроші, матеріали, енергію, час, зірки, відстань, швидкість.

Іноді для ухвалення рішення достатньо одного числа, наприклад, часу, який залишився до відходу потягу, але частіше правильність рішення залежить від одночасного урахування багатьох чисел-параметрів. Наприклад, рецепт приготування борщу уже визначається множиною чисел-параметрів, які до того ж і пов'язані між собою. Зміст цих чисел-параметрів визначає людина – споживач інформації. Але сам запис множини чисел набуває нових математичних властивостей, наприклад властивості вектора, матриці, що дозволяють полегшити обробку цих чисел і одержати приховану в них інформацію. Скільки чисел-параметрів потрібно визначити для організації роботи підприємства? Розв’язувати повсякденні задачі обробки чисел допомагає математика. У її надрах черпають формальні основи для своїх моделей практично усі прикладні науки.

Математика, як і інші науки, використовується для обслуговування людських потреб у прийнятті правильних рішень. Правильних – це значить тих, що найбільш точно відповідають реальній дійсності.

У основі точних розрахунків лежить поняття "число", яке зародилося у давнині, коли люди навчилися об’єднувати різні об’єкти в групи об’єктів зі схожими, важливими для людей, ознаками. Такими об’єктами були одноплемінники і вороги, тварини і птахи, дні і роки життя та ін. Необхідність рахувати об’єкти спочатку спричинила виникнення поняття цілих позитивних (натуральних) чисел (1, 2, 3). Число "три" якийсь час було межею, за якою йшло поняття "багато". Потім ця межа була розсунута 
і виникла ідея нескінченності натурального ряду чисел. У VI–XI століттях у індусів з’явилося поняття "негативне число".

Надалі потреба у вимірі довжини, площі, а також виділення частки об’єктів спричинила виникнення поняття дробового (раціонального) числа. Потім з’ясувалося, що існують й інші числа, які не є раціональними, як, наприклад 
[image: image1.wmf]2

. Такі числа назвали ірраціональними. Сьогодні раціональні та ірраціональні числа об’єднані в поняття дійсні (або реальні) числа. Проте теорія дійсних чисел одержала найбільший розвиток у другій половині XIX століття у зв’язку з потребами математичного аналізу.

До початку XVII століття математика була переважно наукою про числа, скалярні величини і порівняно прості геометричні фігури. У цей період сферою її застосування була лічба, торгівля, вимірювання ділянок землі, астрономія, частково архітектура, для обслуговування яких формуються арифметика, геометрія, пізніше – алгебра і тригонометрія, а також деякі часткові прийоми математичного аналізу. Досліджувані величини (довжини, площі, об’єми та ін.) розглядалися як об’єкти незмінні.

У XVII і XVIII ст. почався бурхливий розвиток природознавства 
і техніки – мореплавання, астрономії, балістики, гідравліки й ін. Потреба забезпечити їх розвиток призвела до виникнення в математиці ідей руху 
і зміни, насамперед у формі змінних величин і функціональної залежності між ними. Виникли аналітична геометрія, числення диференціальне 
й інтегральне. У XVIII столітті виникає і розвивається теорія диференціальних рівнянь і диференціальної геометрії. 

У XIX–XX ст. математика виходить на нові ступені абстракції. Звичайні величини і числа виявляються лише окремими випадками об’єктів, які вивчаються у сучасній алгебрі, геометрія переходить до дослідження багатовимірних "просторів", для яких евклідовий простір є окремим випадком. Розвиваються нові дисципліни: теорія функцій комплексного змінного, теорія груп, теорія множин, математична логіка, функціональний аналіз та ін. 

Із появою обчислювальних машин математика стала засобом чисельних досліджень у науці й інструментом для повсякденних розрахунків 
у виробництві та управлінні. У зв’язку з цим у XIX–XX ст. виникають чисельні методи математики, які виростають у її самостійну галузь – обчислювальну математику. Пошук кращих варіантів управлінських рішень 
у техніці, на виробництві, в економіці, у військовій справі призвів до появи ряду нових математичних дисциплін, таких як теорія ігор, теорія інформації, теорія графів, дискретна математика, теорія математичного програмування та ін. 

1. Матриці.
Означення. Матрицею розміром n×m називається прямокутна таблиця чисел
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Означення. Матриці A=(aij) та B=(bij) називаються рівними (однаковими), якщо вони мають однакову кількість рядків та стовпців і всі їхні елементи, розташовані на однакових місцях, є рівними (тобто aij=bij для всіх значень i та j).

Означення. Сумою двох матриць A=(aij) та B=(bij) з однаковою кількістю рядків та стовпців називається матриця  C=A+B, де

              cij=aij+bij        (i=1,…,m; j=1,…,n).                                        (1.1)

Означення. Добутком матриці A=(aij) на число k називається матриця B=k(A  вигляду   B=k(A=(k(aij).

Означення. Матриця називається квадратною, якщо кількість її рядків співпадає із кількістю стовпців (n=m).

Означення. Квадратна матриця  E=(eij) називається одиничною, якщо 
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тобто ця матриця має вигляд  
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Означення. Матриця  O  називається нульовою, якщо всі її елементи є нулями:       
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Означення. Добутком матриці 
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Приклади.  

1. Нехай 
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2. Нехай, крім того, 
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Зазначимо, що в останньому прикладі    А(В ( В(А .

Виконуються такі властивості додавання та множення матриць:
Е(А = А(Е = А     (властивість множення на одиничну матрицю);

О(А = А( О = О    (властивість множення на нульову матрицю);

k( O = O( k = O A+O = O+A =A;

( (( A) = (( () A;     (A ( )( = A(( ( );
A+B = B+A                    (комутативна властивість додавання);

A+(B+C)=(A+B)+C       (асоціативна властивість додавання);

((+()A = (A+(A;

((AB) =((A)B;

(A+B)C = AC+BC ;     C(A+B) = CA+CB.

Означення.  Матрицею  AT,  транспонованою до матриці 
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,   називається матриця   
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Виконуються такі властивості:

(AB)T = BTAT;

((A+(B)T = (AT+(BT;

(AT)T = A.

Частковим випадком матриці є вектор (упорядкована послідовність чисел). Розрізняють вектор-рядок (матрицю-рядок)  
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 та  вектор-стовпець (матрицю-стовпець)   
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Добуток матриці на вектор обчислюється за загальним означенням множення матриць:
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Приклад.  Для виготовлення виробів W1 та W2 потрібні вузли v1 та v2. Для виготовлення цих вузлів, в свою чергу, відповідно, потрібні деталі d1, d2 та d3 у кількостях, що наведені у таблицях:
	Вироби
	Кількість вузлів
	
	 Вузли
	Кількість деталей

	
	v1
	v2
	
	
	d1
	d2
	d3

	W1
	2
	3
	
	v1
	2
	1
	0

	W2
	1
	4
	
	v2
	1
	0
	3


Обчислити кількість деталей, що потрібні для виготовлення кожного із виробів W1 та  W2.

На основі аналізу цих таблиць бачимо, що шукана кількість деталей обчислюється як добуток матриць
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Отриманий результат такий:
	Вироби
	Кількість деталей

	
	d1
	d2
	d3

	W1
	7
	2
	9

	W2
	6
	1
	12


Зокрема, для виготовлення виробу W2 потрібно 12 деталей d3.

Приклад. Нарахувати заробітну плату, яку потрібно виплатити на кожне замовлення, якщо вхідна інформація задана у таблицях:

 Таблиця  A

	Виріб
	Затрати робочого часу на робочих місцях, год.

	
	1
	2
	3
	4

	W1
	0,8
	2,1
	1,2
	3,0

	W2
	1,3
	0,5
	2,8
	0,2

	W3
	1,1
	1,0
	2,5
	1,8


                                                           Таблиця  B

	Замовлення
	Кількість виробів

	
	W1
	W2
	W3

	Z1
	5
	7
	3

	Z2
	4
	0
	2

	Z3
	6
	2
	1


Таблиця  C

	Робоче місце
	Погодинна заробітна плата, грн.

	1
	1,30

	2
	1,25

	3
	1,40

	4
	1.45


Помноживши матрицю B на матрицю A, отримуємо затрати часу на робочих місцях щодо кожного замовлення:
	Замовлення
	Затрати робочого часу на робочих місцях, год.

	
	1
	2
	3
	4

	Z1
	16,4
	17
	33,1
	21,8

	Z2
	5,4
	10,4
	9,8
	15,6

	Z3
	8,5
	14,6
	15,3
	20,2


Справді, 
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Перемноживши отриману матрицю на вектор (матрицю-стовпець) C, обчислимо витрати на зарплату щодо кожного із замовлень:
	Замовлення
	Витрати на зарплату

	Z1
	120,52

	Z2
	56,36

	Z3
	         80,01


Отже, витрати на зарплату обчислюються як добуток матриць: 
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Приклад. Входження деталей та комплектуючих у деякий виріб показане на рисунку 1.1 :
                                        Виріб

                      4                  3                          10                     15

    Комплектуюча       Комплектуюча         Деталь               Деталь

             K1                         K2                          D1                      D2

     2          3                   4             5


          D1               D2                D1              D2

                                                 Рис. 1.1.

Визначити загальне входження кожної з деталей D1 та D2 у виробі.

Побудуємо відповідні матриці.

Матриця входжень деталей у комплектуючих:  
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Безпосереднє входження деталей у виробі – це вектор 
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, а входження комплектуючих у виробі – вектор  
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Тоді загальну кількість деталей D1 та D2 у виробі обчислюють за формулою
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Отже, для виготовлення одного виробу потрібно 30 деталей D1 та 42 деталі D2 .

Означення. Нехай  A=(aij)i=1,…,n;j=1,…,n ‑ квадратна матриця. Оберненою до неї матрицею  A-1 називається матриця, для якої має місце  

A(A-1=A-1(A=E .

Якщо обернена до A матриця існує, то  (A-1)-1=A.
Приклад. 

Нехай  
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Справді,
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За допомогою оберненої матриці можна розв’язувати системи лінійних рівнянь, оскільки запис
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є рівнозначний до запису
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Розв’язок 
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 знаходиться при допомозі множення зліва  двох частин на обернену матрицю A-1 :
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Відшукання оберненої матриці ​ досить складна математична задача. Проте дії над матрицями реалізовані у багатьох комп’ютерних системах. Зокрема, в системі EXCEL обчислення оберненої матриці реалізується за допомогою так званої функції масиву MINVERSE, а множення матриць –за допомогою функції масиву  MMULT (зазначимо, що функція масиву, на відміну від звичайної функції, вводиться одночасним натисканням трьох клавіш – Shift, Ctrl та Enter).

ВИСНОВКИ ДО ПЕРШОГО ПИТАННЯ

Таким чином, нами розглянуто поняття про матрицю, як про математичний об'єкт, який використовується в економіці, поняття про дії над матрицями.  Розглянути правила й алгоритми виконання цих дій. Розглянути приклади з економічним змістом. 

2. Визначники

Розв’язування  багатьох  економічних  задач  зводиться  до розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь. В основі деяких методів розв’язування таких систем використовуються вирази, які називаються визначниками( або детермінантами).

Означення. Визначником (детермінантом)  матриці другого порядку 
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Означення.  Визначником (детермінантом) матриці третього порядку   
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   називається  число D(A)=  
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Приклади:
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Означення. Визначником квадратної матриці A розміру n×n називається число 


[image: image52.wmf]å

×

×

×

-

=

=

D

=

n

n

ni

i

i

i

inv

nn

n

n

a

a

a

a

a

a

A

A

D

...

)

1

(

...

...

...

...

...

)

(

)

(

1

1

1

)

,...,

(

1

1

11

                        (1.4)

Сума обчислюється за всіма перестановками (i1,…,in). Величина inv(i1,…,in)  ​ це кількість інверсій перестановки (i1,…,in), тобто кількість пар  (ik,im) таких, що  ik>im , проте ik розташоване лівіше від im .

Легко перевірити, що означення визначника другого та третього порядку задовольняє загальне означення.

Множина визначників задовольняє такі властивості:

1. У разі транспонування матриці значення визначника не змінюється:
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2. У випадку перестановки двох довільних рядків (або двох довільних стовпців) знак визначника змінюється на протилежний:
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3. Якщо всі елементи одного рядка (стовпця) матриці є пропорційними до елементів другого рядка (стовпця) цієї матриці, то її визначник дорівнює нулю:
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,  оскільки  елементи  третього  рядка

є вдвічі більшими від елементів першого.

4. Якщо всі елементи рядка (стовпця) помножити на якесь число, то визначник теж помножиться на це ж число:
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5. Якщо до елементів деякого рядка (стовпця) додати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на довільне число, то значення визначника не зміниться:
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Означення.  Мінором  Mij елемента aij визначника  
[image: image58.wmf]nn
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 називається визначник розміру (n-1)×(n-1) , який утворюється з визначника 
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  викреслюванням  i-го рядка та  j-го  стовпця. 

Приклад. У визначнику 
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 визначники другого порядку 
[image: image61.wmf]3
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  є відповідно мінорами елементів a1, b1 та c1.

Означення.  Алгебраїчним доповненням Aij елемента aij  називається його мінор, узятий зі знаком (+) або (-) так:

· якщо сума (i+j) номерів рядка i та стовпця j є парною, то потрібно взяти знак (+), 
· якщо ж ця сума непарна – то знак (-).

Для визначника довільного порядку виконується така 

Теорема. Визначник дорівнює сумі добутків елементів довільного рядка (стовпця) на алгебраїчні доповнення цих елементів.

Зокрема, 
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= a11A11+a12A12+…+a1nA1n.                             (1.5)

Приклад.  Обчислити визначник  
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Згідно з означенням   (=2(8(5+5(0(1+3(3((-2)-1(8((-2)-5(3(5-2(0(3=3.

За теоремою (розкладаємо визначник за елементами другого рядка) отримуємо той самий результат:

( = a21A21+a22A22+a23A23 = a21(-M21)+a22M22+a23(-M23) =

=
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Таким способом обчислення визначників високих порядків можна послідовно зводити до відшукання визначників щораз менших порядків.

Зазначимо також, що функція MDETERM системи EXCEL дає змогу автоматизувати обчислення визначників досить високих порядків.

Означення. Розглянемо довільну (не обов’язково квадратну) матрицю A . Рангом r(A) цієї матриці називається найвищий порядок її мінору, що не дорівнює нулю.

Приклад.  Матриця 
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  має три мінори третього поряду (всі з яких дорівнюють нулю), дев’ять мінорів другого порядку (з яких деякі дорівнюють нулю, а деякі – ні) та 12 мінорів першого порядку. Отже, для цієї матриці ранг r(A)=2.

ВИСНОВКИ ДО другого ПИТАННЯ

Таким чином нами розглянути поняття визначника й найпростіші методи обчислення визначників 2-го й 3-го порядків. Розглянути поняття мінору елемента матриці та поняття алгебраїчного доповнення.
МЕТОДИЧНІ ПОРАДИ ЩОДО опанування матеріалу лекції 
Під час лекції розглядаються лише базові, основоположні теоретичні поняття матриць та визначників. Для вдалого засвоєння матеріалу цієї лекції, студентам (слухачам) рекомендується звернутись не лише до списку літератури, а й до інших джерел, які можна знайти у бібліотеці університету та у мережі Інтернет. Також необхідно починати виконувати завдання з індивідуальної та самостійної роботи.
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Мета лекції

Мета лекції  – розглянути методи рішення систем лінійних алгебраїчних рівнянь.
ВСТУП

Проблема рішення систем лінійних рівнянь є однієї зі старих і найпоширеніших задач лінійної алгебри. Цю задачу доводиться вирішувати при розгляді задач великої кількості інших розділів як теоретичної так прикладної математики. Розглянемо основні, найбільш прості підходи. 

1. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь

Розглянемо систему двох рівнянь з двома невідомими
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Кожне з цих рівнянь задає деяку пряму на площині. Позначимо основну матрицю цієї системи через 
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, а розширену матрицю ​ через  
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Можливі три такі випадки:

- ранг матриці  r(A)=2. Вектори (a1;b1;c1) та (a2;b2;c2), отже, є лінійно незалежними і система має єдиний розв’язок (x0;y0). Геометрично маємо дві прямі на площині, які перетинаються в одній точці;

- ранг розширеної матриці r(B)=2, а ранг основної r(A)=1. Вектори (a1;b1;c1) та (a2;b2;c2) є лінійно незалежними, а вектори (a1;b1) та (a2;b2) – лінійно залежними. Рівняння системи ​ це дві паралельні прямі., Отже, система не має розв’язків;

- ранг як основної, так і розширеної матриці дорівнює одиниці: r(A)=r(B)=1. Вектори (a1;b1;c1) та (a2;b2;c2) є лінійно залежними. Геометрично маємо дві прямі, які збігаються. Система має безліч розв’язків.

Розглянемо тепер систему трьох рівнянь з трьома невідомими
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Кожне рівняння цієї системи задає деяку площину в просторі.

Можливі такі випадки:

· усі три площини перетинаються в одній точці (x0;y0;z0). Ранг r(A)=3. Система має єдиний розв’язок  (x0;y0;z0);

· усі три площини перетинаються по одній прямій (при цьому площини можуть збігатися). Ранг r(A)<3 та ранг r(B)<3. Система має безліч розв’язків;

· хоча б дві площини є паралельними між собою (r(A)<3 та r(B)=3). Система розв’язків не має.

Розглянемо систему двох рівнянь з трьома невідомими
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Можливі лише такі випадки:

· дві площини,  задані цими рівняннями,  паралельні. Це є тоді, коли ранг звичайної (основної) матриці r(A)=1, а ранг розширеної – r(B)=2. Система розв’язків не має;

· обидві площини співпадають. Вектори (a1;b1;c1;d1) та (a2;b2;c2;d2) лінійно залежні. Система має безліч розв’язків;

· площини перетинаються по прямій. Ранги обох матриць  r(A)=r(B)=2. Ці ранги є меншими від кількості невідомих системи. Система, отже, має безліч розв’язків.

Зазначимо, що множиною розв’язків у другому випадку є площина, а в третьому – пряма. Тому розв’язати систему двох рівнянь з трьома невідомими ‑ означає описати аналітично множину всіх розв’язків.

Приклад.  Розв’язати систему   
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Перенесемо змінну x у праву частину:  
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Помножимо перше рівняння на -2 і додамо до другого:

                              4z = -28

Помножимо перше рівняння на 2 і додамо до другого:

                             -8y = 32-4x
Розв’язуючи отриману систему  
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,  знаходимо:

                           y = (1/2)x-4 ; z = -7. 

Отже, загальний розв’язок початкової системи має вигляд  

{(x; -4+0,5x;7)|x(R}. Надаючи параметру x різних значень, ми отримуємо конкретні розв’язки. Наприклад, при x=1 розв’язком є трійка чисел 

(1; -3,5; -7), при x=0 –  (0; -4; -7) , а при  x=5 –  (10; 1; -7). Трійку чисел (2; 2; 2) не можна отримати при жодному значенні параметра, отже, розв’язком системи вона не є.

Розглянемо методи розв’язування систем n лінійних рівнянь з n невідомими
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ВИСНОВКИ ДО першого ПИТАННЯ

Таким чином нами розглянуто поняття системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 
2. Метод (правило) Крамера.
Нехай ( ‑ визначник матриці 
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Введемо позначення
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    (i=1,…,n).
Виконується така теорема: 
Якщо ((0, то система 
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має єдиний розв’язок, який знаходиться за такими формулами (формулами Крамера):
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Якщо (=0 і в множині {(1,…,(n} є ненульові елементи, то система рівнянь розв’язків не має.  Якщо ж  (=(1=…(n=0 , то система має безліч розв’язків.

Приклад.
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Тут   
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Отже, 
x1=81/27=3;  
x2=(-108)/27=-4;  
x3=(-27)/27=-1;   
x4=27/27=1.

ВИСНОВКИ ДО другого ПИТАННЯ

Таким чином нами розглянуто алгебраїчний метод формул Крамера для рішення систем лінійних алгебраїчних рівнянь. Цей метод має обмеження. Він практично може бути придатним для рішення систем до 4-го порядку включно. Для систем з більшою кількістю перемінних необхідні інші методи, більш універсальні. 
3. Метод Гаусса.

У шкільному курсі математики вивчають метод послідовного вилучення невідомих (метод Гауса). Ми наведемо модифікований метод вилучення невідомих – так званий метод Жордана-Гауса.

Розглянемо схему Жордана-Гауса на прикладі розв’язування конкретної системи   
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яку у матричному вигляді записують так: 
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Початкова таблиця має такий вигляд:
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Числа  -2  та  -3  ‑ це елементи другого та третього рядка (взяті з протилежним знаком), які розташовані в тому стовпці, де в першому рядку є число 1.

Множимо перший рядок на числа  -2  та  -3 й отримуємо, відповідно, вектори  (-2; -4; 6; 12) та (-3; -6; 9; 18). Додаємо ці вектори до другого і  третього рядків:
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Ділимо всі елементи другого рядка на  -5, роблячи діагональний елемент таблиці одиничним:
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Розпочинаємо наступний етап методу. Множимо другий рядок на  -2  та на  4 й отримуємо вектори  (0; -2; 14/5; 22/5)  і  (0; 4;-28/5;-44/5). Додаємо ці вектори до першого та  третього рядків:
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і робимо ще один діагональний елемент одиницею (ділимо на  22/5):
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На останньому кроці множимо третій рядок на  1/5 та 1/7 і додаємо утворені вектори  (0;0;1/5;3/5) і (0;0;7/5;21/5) до першого та другого рядка:
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   , тобто отримуємо систему рівнянь
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  ,  розв’язками якої є числа  x1= -1;   x2=2;   x3=3.

Якщо під час обчислень у схемі Жордана-Гауса деякий рядок повністю стає нульовим ( 0  0  0 | 0 ), то це є ознакою того факту, що система має безліч розв’язків.

Якщо ж цей рядок стає нульовим за винятком вільного члена 

( 0  0  0 | bi(0 ), то система розв’язків не має.

ВИСНОВКИ ДО третього ПИТАННЯ

Метод Гаусса – це універсальний метод знаходження рішення будь яких систем лінійних рівнянь. Це – фактично чисельний метод. Цей метод реалізовано програмно на комп’ютерах у багатьох програмних комплексах для математичних обчислень. 
4. Матричний метод.

Одним із способів рішення системи лінійних рівнянь є використання оберненої матриці:
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 .
За допомогою оберненої матриці можна розв’язувати системи лінійних рівнянь, оскільки запис
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є рівнозначний до запису
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Розв’язок 
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 системи  
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 знаходиться при допомозі множення зліва на обернену матрицю A-1 :
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ВИСНОВКИ ДО четвертого ПИТАННЯ
Метод оберненої матриці не є новим. Від ілюструє інший підхід до систем лінійних рівнянь. Є багато чисельних методів для знаходження оберненої матриці, яки реалізовані програмно на ЕОМ.
5. Приклад. Модель міжгалузевого балансу Леонтьєва.

Нехай у деякій державі є три галузі господарства: промисловість, сільське господарство та виготовлення ЕОМ. Нехай x1, x2, x3 ‑ обсяги виробництва у цих галузях. Нехай також  y1, y2  y3 ‑  обсяги кінцевого виробництва (виробництва на продаж, виробництва без внутрішнього споживання) цих галузей (рис. 1.2).

                           a11x1                                                               a22x2
                                                             a12x2

                      1                                                                               2                         y2
           Промисловість                                                                 с/г
y1                 x1                                                                              x2
                                                               a21x1
               a31x1                a13x3                 a23x3                     a32x2

                                                       3

                                           Виготовлення

                                                  ЕОМ

                                                     x3                                   y3

                                         a33x3

                                           Рис. 1.2.

Нехай aij ‑ кількість одиниць продукції i-ої галузі, яка йде на виробництво однієї одиниці продукції j-ої галузі. Зокрема, кожна одиниця продукції сільськогосподарської галузі (галузі номер 2) використовує a12 одиниць продукції промисловості (галузі номер 1) та a32 одиниць продукції галузі, яка виготовляє комп’ютери.

Тоді сільське господарство в цілому використовує для випуску своєї продукції a12x2 одиниць продукції промисловості та a32x2 одиниць продукції комп’ютерної галузі. Крім того, сільське господарство витрачає a22x2 одиниць власної продукції (наприклад, відгодівля худоби потребує певних затрат кормів).

Отже, для другої галузі маємо таке рівняння балансу:

                       x1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 + y1
Записавши аналогічні рівняння для кожної із галузей, отримуємо систему лінійних рівнянь:
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Цю систему для випадку n змінних записують також у вигляді
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та в матричному вигляді
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Побудована система міжгалузевого балансу (модель Леонтьєва) дає змогу за обсягами виробництва в окремих галузях контролювати їхній кінцевий продукт та навпаки.

Із формули (1.8) випливає, що вектор кінцевої продукції в моделі Леонтьєва визначається  формулою
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а вектор загального випуску – 
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ВИСНОВКИ ДО пятого ПИТАННЯ
Цей приклад ілюструє можливості матричного підходу для побудови математичних моделей в економіці на основі матриць та матричних операцій. Цей підхід має великі можливості для запису інших співвідношень в економіці.
МЕТОДИЧНІ ПОРАДИ ЩОДО опанування матеріалу лекції 
Під час лекції розглянуто основні методи рішення систем лінійних рівнянь. Ці методи будемо використовувати в інших розділах курсу "Вища та прикладна математика".
Для вдалого засвоєння матеріалу цієї лекції, студентам   рекомендується звернутись не лише до базового (обов’язкового) списку літератури, а й до інших джерел, які можна знайти у бібліотеці університету та у мережі Інтернет.
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