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Мета лекції:

Дати поняття функціональної залежності. Розглянути властивості функцій та основні  елементарні функції та їх графіки. Дати поняття числової послідовність. Розглянути обмежені та монотонні послідовності. Розглянути поняття границі послідовності, нескінченно малі  та нескінченно великі величини. Розглянути поняття невизначеності.

ВСТУП

Ключовим поняттям математичного аналізу, початки якого вивчають в
ще у школі, є поняття функції, границі, похідної та інтеграла.

Термін “ функція “ вперше запропонував у 1692 р. видатний німецький
філософі математик Готфрід Вільгельм Лейбніц ( 1646 – 1716 ) для
характеристики різних відрізків, що сполучають точки деякої кривої.
Перше означення функції, яке вже н було пов’язане з геометричними
уявленнями, сформулював Йоган Бернуллі ( 1667 – 1748 ) у 1718р.
Пізніше, у 1748. дещо уточнене означення функції дав учень Й. Бернулі
Леонард Ейлер ( 1707-1783 ). Ейлеру належить символ функції    f ( х ) .
В означеннях Бернуллі і Ейлера функцію ототожнювали з аналітичним
виразом, яким вона здається. Ейлер вважав також за можливе задавати
одну й ту саму функцію на різних множинах різними аналітичними виразами.
Ці так звані “ Кусково – задані функції “ широко застосовуються на
практиці.

Вже в часи Ейлера стало зрозумілим, що ототожнення функції з її
аналітичним виразом звужує саме поняття функції, бо, по-перше, одним і
тим же виразом можна задати різні функції, по-друге, не завжди функцію
можна задати аналітично. Вже Ейлер припускав можливість задавання
функції лише графіком.

Дальший розвиток математичного аналізу і практичних застосувань
математики привів до розширення поняття функції. У 1834 р. видатний
російський математик М. І. Лобачевский ( 1792 – 1856 ) сформулював
означення функції, в основу якого було покладено ідею відповідності: "Загальне поняття вимагає, щоб функцією від х називати число, яке дається для кожного х і разом з х поступово змінюється. Значення функції може бути задане або аналітичним виразом, або умовою, яка подає засіб випробування всіх чисел і вибору одного з них; або, нарешті, залежність може існувати і залишатися невідомою".

Вже через три роки німецький математик Лежен Дріхле (1805 – 1859 )
зробив таке узагальнення поняття функції: “ y є функція змінної x ( на
відрізку a < x <b ), якщо кожному значенню x відповідає цілком повне
значення y, причому не має значення, яким чином встановлена ця
відповідність – аналітичною формулою, графіком, таблицею або навіть
просто словами".

У другій половині xx ст.. після відкриття теорії множини до означення
функції, крім ідеї відповідності, було залучено ідею множини, а тому
сучасне означення функції формулюють так: "Відповідність між множинами
x і y, при якій кожному елементу х множина Х відповідає певний елемент у
множини У, називають функцією".

У xx ст. відбулося подальше розширення поняття функції, викликане
потребами фізики. У 1930 р. англійський фізик Поль Дірак (1902 – 1984 0
ввів поняття так званої “ дельта – функції “, а у 1936р. російський
математик і механік С. Л. Соболєв ( 1908 – 1990 ) ввів більш широке
поняття узагальненої функції, яке охоплює і дельта – функцію.

Отже, поняття функції продовжує розвиватися і розширюватися відповідно до потреб розвитку математичної науки та її практичних застосувань.

Перше означення границі дав у середині XVII ст. англійський математик Джон Вал ліс ( 1616 – 1703 ). Але тоді ще не було чіткого розуміння основних понять, пов’язаних з теорією границь. Зокрема, термін “нескінченно мала “ розуміли як вказівку на розмір величини, а не характер її зміни.

Термін “границя“ і відповідний символ lim вперше було введено
англійським математиком і механіком Ісаком Ньютоном ( 1643 – 1727 ). Строге означення границі і неперервності функції сформулював у 1823 р. Французький математик Огюстен Луї Коші ( 1789 – 1857 ). Означення неперервності функції ще раніше за Коші сформулював чеський математик Бернард Больцано ( 1781 – 1848 ). За цим означеннями на базі теорії дійсних чисел було здійснено строге обґрунтування основних положень математичного аналізу.

1. Поняття функціональної залежності. Властивості функції. Основні  елементарні функції та їх графіки
Поняття функціональної залежності.
Величина називається змінною (сталою), якщо в умовах даної задачі вона набуває різних (тільки одного) значень.

Розглянемо дві змінні величини х (D(R i y (E (R.

Означення. Функцією f(x) називається така відповідність між множинами D i E, за якої кожному значенню змінної х відповідає одне й тільки одне значення змінної у.

При цьому вважають, що:

х — незалежна змінна, або аргумент;

у — залежна змінна, або функція;

f — символ закону відповідності;

D —область визначення функції;

Е — множина значень функції.

Розрізняють три способи завдання функції: аналітичний, графічний і табличний.

Означення. Функція у = F(u), де u = ((x), називається складною (складеною) функцією, або суперпозицією функцій F(u) та ((х), і позначається y = F(( (x)).

Приклад. 
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 — складна функція, вона буде суперпозицією трьох функцій: у = 2u, u = v2, v = sin x.
Означення. Нехай функція у = f(x) встановлює відповідність між множинами D та Е. Якщо обернена відповідність між множинами Е та D буде функцією, то вона називається оберненою до даної у= f(x); її позначають у = f–1(x).

За означенням, для взаємно обернених функцій маємо:
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Приклад. 
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— взаємно обернені функції:

Графіки взаємно обернених функцій симетричні відносно прямої у = x (рис.1).
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Означення. Функція (функціональна залежність змінної у від змінної х) називається неявною, якщо її задано рівнянням F(x, y) = 0, яке не розв’язане відносно змінної у.

Приклад. Рівняння 
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 визначає неявну функцію у від х.

Означення. Система рівнянь 
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визначає параметричну залежність функції у від змінної х
(t—параметр).

Властивості функцій

Означення. Множина всіх значень аргументу, для яких можна обчислити значення функції, називається областю визначення функції.

Приклад. Знайти область визначення функції
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Означення. Функція y = f(x) називається парною (непарною), якщо для будь-якого х(D виконується умова 
f(– x) = f(x)      (f (– x) =  – f(x)).

Функція буде ні парною, ні непарною, якщо для х (D, f(– x) ((f(x).

Приклад. y = cos x — парна функція (графік функції симетричний відносно осі ординат (рис. 2)), бо y(x) = cos(– x) = cos x = = y(x); 

y = arctg x — непарна функція (графік функції симетричний відносно початку координат (рис. 3)), бо y(– x) = (arctg(– x) = – arctg x = – y(x); y= arccos x — ні парна, ні непарна (рис.4), бо y(– x) = arccos(– x) = ( – arccos x((y(x).
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Рис. 2 
Рис.3

Означення. Функція 
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називається періодичною, якщо для 
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 де число Т — період функції.

Приклад. 
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— періодична функція з мінімальним періодом Т =( (див. рис. 3.5), бо 
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Рис. 4
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Означення. Функція 
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називається обмеженою на мно​жині D, якщо для всіх 
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Приклад. 
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 — обмежена функція для всіх х ( [– 1; 1] (рис. 6), бо 
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Означення. Функція 
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 називається монотонно зростаючою (спадною) на множині D, якщо для всіх 
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Приклад. 
[image: image26.wmf]x
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 — монотонно спадна функція при 0 <a<1, а при а> 1 — монотонно зростаюча (рис. 3.7).
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                           Рис. 6   
     Рис. 7

Основні  елементарні функції та їх графіки

Основні з них:

1) степенева 
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2) показникова 
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 (рис. 8);

3) логарифмічна 
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 (рис. 7);

4) тригонометричні: 
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5) обернені тригонометричні: 
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 (рис. 6); 
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	Рис. 8
	Рис. 9
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Рис. 3.10
Рис. 3.11

Функція вважається елементарною, що вона може бути   побудова на з основних елементарних функцій за допомогою скінченної кількості алгебраїчних дій та суперпозицій, наприклад:
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 — елементарна функція.
ВИСНОВКИ ДО першого ПИТАННЯ

Нами розглянуті базові питання поняття функції, способи її завдання й основні властивості, які є найважливішими для загальної математичної культури й будуть затребувані при вивченні нових тем курсу.

2. Числова послідовність. Границя послідовності. Обмежені та монотонні послідовності.

Числова послідовність.

Означення. Числова функція 
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Значення 
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 називаються чле​нами послідовності. Послідовність вважається заданою, якщо задано n-й член послідовності.

Приклад. Записати три перші члени послідовності 
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Приклад. За заданими трьома першими членами послідовності 
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 знайти формулу n-го члена.

Границя послідовності

Означення. Число а називається границею послідовності
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 виконується нерівність 
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Позначення 
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Для стислого запису означення границі використаємо квантори: ( — для будь-якого, будь-який; ( — існує, знайдеться; = дорівнює за означенням, означає. Тоді означення границі послідовності за допомогою цих символів запишеться так:
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Розглянемо геометричну інтерпретацію границі послідовності (рис. 3.12).
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Означення. Послідовність називається збіжною, якщо вона має границю (скінченну). Послідовність, яка не має границі, називається розбіжною.

Приклад. Довести за означенням, що 
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Зауважимо, що n-й член послідовності 
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. Для доведення потрібно за заданим 
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 виконуватиметься нерівність 
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Виберемо*
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 Отже, для доведення за означенням певної границі послідовності досить побудувати функціональну залежність N від числа (, тобто знайти функцію N((). У розглянутому прикладі функ​ція 
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Загальні властивості збіжних послідовностей

Теорема 1. (Єдність границі послідовності). Якщо послідовність має границю, то вона єдина.

Теорема 2. (Необхідна умова збіжності послідовності). Якщо послідовність збіжна, то вона обмежена.

Теорема 3. Якщо 
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, то існує такий но​мер N, що при всіх 
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 виконується нерівність 
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Теорема 4. Границя сталої величини дорівнює сталій, тобто 
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ВИСНОВКИ ДО другого  ПИТАННЯ
Нами було розглянуто базові питання числової послідовності. Границі послідовності, поняття обмеженої та монотонній послідовності.

3. Нескінченно малі  та нескінченно великі величини. Невизначеності.

Означення. Послідовність 
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 називається нескінченно малою величиною (н. м. в.), якщо 
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Приклад. 
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Теорема 1. Сума двох н.м.в. є н. м. в.

Теорема 2. Добуток обмеженої величини на н.м.в. є н.м.в.

Теорема 3. Добуток двох н.м.в. є н.м.в.

Теорема 4. Для існування границі а послідовності xnнеобхідно і достатньо, щоб послідовність 
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Означення. Послідовність xn називається нескінченно великою величиною (н.в.в.), якщо для будь-якого числа 
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, яке б велике воно не було, існує номер N,такий, що при всіх 
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Якщо члени н.в.в., починаючи з деякого номера, всі додатні, то позначають 
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Теорема. Зв’язок між н.в.в. і н.м.в.

1. Якщо 
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2. Якщо yn — н.в.в., то обернена до неї 
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Граничний перехід при арифметичних операціях

Теорема. Якщо існують границі 
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3) 
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Число е

Розглянемо послідовність 
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. Можна довести, що ця послідовність монотонно зростає і обмежена 
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Зазначимо, що число е = 2,7183... є основою натуральних логарифмів 
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 Взагалі, число е, як і число ( = 3,14 ..., широко застосовується в різних задачах, у тому числі й у задачах з економічним змістом.

Теорема. Для існування 
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Зведення поняття границі функції до границі послідовності

Послідовність за означенням є функція, отже, границя послідовності — просто окремий випадок границі функції. 
Означення. Число b називається границею функції 
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 що має границею число а, відповідна послідовність значень функції 
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Розкриття невизначених виразів типу 
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При виконанні граничного переходу у виразах типу 
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 коли порушуються умови теореми про граничний перехід при арифметичних операціях, розв’язання задачі у ряді випадків зводиться до аналізу невизначених виразів виду 
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Розглянемо деякі загальні рекомендації щодо дослідження таких невизначених виразів, обмежуючись тільки алгебраїчними функціями.

  Невизначеність 
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Отже, невизначеність 
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 для раціональних функцій розкривається діленням многочленів у чисельнику і знаменнику на двочлен х – а.
  Невизначеність 
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Для розв’язування задач у цьому випадку рекомендується 
звільнитись від тих ірраціональних множників у чисельнику і знаменнику дробового виразу, які перетворюються на нуль при виконанні граничного переходу. Для звільнення від радикалів використовують формули скороченого множення, заміну змінної та інші штучні прийоми.

Приклад.
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  Невизначеність 
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У цьому випадку і чисельник, і знаменник рекомендується поділити на найбільший степінь змінної, що входить як до знаменника, так і до чисельника.

Приклад.
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  Невизначеність 
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Цей тип невизначеності зводиться до невизначеностей 
[image: image126.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

0

0

 або 
[image: image127.wmf];

ú

û

ù

ê

ë

é

¥

¥

 наприклад, зведенням виразу до спільного знаменника, множенням на спряжений вираз.

Приклад.
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Приклад.


[image: image129.wmf][

]

.

1

1

1

2

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

lim

lim

lim

lim

lim

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

=

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¥

¥

=

+

+

=

=

+

+

-

+

=

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

=

¥

-

¥

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+¥

®

+¥

®

+¥

®

¥

®

+¥

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


ВИСНОВКИ ДО третього ПИТАННЯ


Нами розглянуто базові поняття: нескінченно малі  та нескінченно великі величини, Зведення поняття границі функції до границі послідовності основні невизначеності.

ВИСНОВКИ ДО лекції 

Нами розглянуті базові питання поняття функції, способи її завдання й основні властивості, які є найважливішими для загальної математичної культури й будуть затребувані при вивченні нових тем курсу. Нами було розглянуто базові питання числової послідовності. Границі послідовності, поняття обмеженої та монотонній послідовності. нескінченно малі  та нескінченно великі величини, зведення поняття границі функції до границі послідовності основні невизначеності. У наступної лекції ми розглянемо поняття похідної.

РЕКОМЕНДОВАНА Література до теми 3:
1. Барковський В.В., Барковська Н.В. Математика для економістів. Навч. посіб. – К.: НУЛ, 2010. – 448с.

2. Бугір М.К. Математика для економістів. – К.: ВЦ „Академія”, 2003.
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	3.
	Методика дослідження функцій на неперервність.
	


Вступ

Поняття функції продовжує розвиватися і розширюватися відповідно до потреб розвитку математичної науки та її практичних застосувань.

Перше означення границі дав у середині XVII ст. англійський математик Джон Вал ліс ( 1616 – 1703 ). Але тоді ще не було чіткого розуміння основних понять, пов’язаних з теорією границь. Зокрема, термін “нескінченно мала “ розуміли як вказівку на розмір величини, а не характер її зміни.

Термін "границя" і відповідний символ lim вперше було введено
англійським математиком і механіком Ісаком Ньютоном ( 1643 – 1727 ). Строге означення границі і неперервності функції сформулював у 1823 р. Французький математик Огюстен Луї Коші ( 1789 – 1857 ). Означення неперервності функції ще раніше за Коші сформулював чеський математик Бернард Больцано ( 1781 – 1848 ). За цим означеннями на базі теорії дійсних чисел було здійснено строге обґрунтування основних положень математичного аналізу.

Границя — одне з основних понять функціонального аналізу (а також математичного аналізу, який є скінченновимірним випадком функціонального аналізу), яке означає, що деякий об'єкт, змінюючись, нескінченно наближається до певного сталого значення. Точний зміст отримує лише при наявності коректного визначення поняття близькості між елементами (точками) множини, в якій вказана величина набуває значення. Основні поняття математичного аналізу — неперервність, похідна, інтеграл — визначають через границю.
1. Особливі границі. Еквівалентні нескінченно малі величини
Особливі границі.
Перша особлива границя 
[image: image130.wmf]1

sin

lim

0

=

®

x

x

x


Границі — наслідки першої особливості границі:

1. 
[image: image131.wmf].

1

sin

lim

0

=

®

x

x

x

    2. 
[image: image132.wmf].

1

tg

lim

0

=

®

x

x

x

    3. 
[image: image133.wmf].

1

tg

sin

lim

0

=

®

x

x

x

    4. 
[image: image134.wmf].

sin

sin

lim

0

b

a

bx

ax

x

=

®


Зауваження. За допомогою першої особливої границі можна досліджувати невизначеності 
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 для виразів з тригонометричними функціями.

Приклад.


[image: image136.wmf].

2

1

1

2

1

2

2

2

sin

2

sin

2

0

0

cos

1

2

2

0

2

2

0

2

0

lim

lim

lim

=

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

-

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x


 Друга особлива границя
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Границі — наслідки другої особливої границі:
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Зауваження: За допомогою другої особливої границі та її на-
слідків можна досліджувати невизначеності 
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Еквівалентні нескінченно малі величини

Означення. Нескінченно малі величини (н.м.в.) 
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називаються н.м.в. одного порядку мализни при 
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Приклад. Н.м.в. 
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Означення. Н.м.в. 
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 називається н.м.в. вищого порядку мализни порівняно з н.м.в. 
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Приклад. Н.м.в. 
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 є вищого порядку мализни порівняно з н.м.в. 
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Означення. Дві н.м.в. 
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 називаються еквівалентними при 
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Зауваження: При дослідженні границь відношення н.м.в. їх можна замінювати еквівалентними, тобто якщо 
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Виходячи з наслідків  першої та другої особливих границь, можна записати таку низку еквівалентних н.м.в. при 
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ВИСНОВКИ ДО першого ПИТАННЯ

Нами розглянуто важливе поняття еквівалентних нескінченно малі величин та особливі границі. 

2. Неперервність функцій. Основні теореми про неперервні функції.
Означення. Функція 
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Звідси випливає, що для неперервності функції в точці мають виконуватися такі умови:

а) точка х = х0 належить області визначення функції 
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б) деякий окіл точки х = х0 входить до області визначення функції, наприклад 
[image: image172.wmf](
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в) границя 
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 дорівнює значенню функції в точці х = х0, тобто дорівнює 
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Позначимо через 
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 приріст аргументу, а через
[image: image177.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

x

f

x

x

f

x

f

x

f

y

-

D

+

=

-

=

D

 — приріст функції (рис. 3.15).
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Рис. 3.15

Означення. Функція 
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Означення. Функція 
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 якщо границя функції дорівнює функції від границі аргументу при 
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Означення. Функція 
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Означення. Функція називається неперервною на проміжку, якщо вона неперервна у кожній точці цього проміжку.

Висновок: Поняття неперервності функції у точці задається чотирма, хоч і рівноправними, але різними за формулюванням означеннями. Використання конкретного означення неперервності функції в точці визначається специфікою задачі.

Приклад. Дослідити на неперервність функцію 
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Візьмемо довільне 
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Розглянемо
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Дамо необхідні пояснення: при 
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Таким чином, з 
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Звідси функція 
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Теорема 1. Якщо функції 
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Теорема 2. Якщо функція 
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Приклад. Дослідити функції 
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Тепер за теоремою 1 неважко встановити, що функція 
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Зауваження. Можна довести, що всі основні елементарні функції будуть неперервними в кожному з відкритих проміжків своєї області визначення.

Теорема 3 (Коші). Якщо функція 
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Рис.3.16

Наслідок. Якщо функція 
[image: image238.wmf](

)

x

f

y

=

 неперервна на 
[image: image239.wmf][

]

b

a

;

 і
[image: image240.wmf](

)

,

A

a

f

=


[image: image241.wmf](

)

,

B

b

f

=

 то 
[image: image242.wmf](

)

x

f

y

=

 на 
[image: image243.wmf][

]

b

a

;

 набуває всіх проміжних значень між числами А і В.
Теорема 4 (Вейєрштрасса). Якщо функція 
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, то вона набуває на цьому проміжку своїх найбільших й найменших значень 
(рис. 3.17).
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Рис. 3.17
  Класифікація точок розриву функцій

Означення. Функція 
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Розрізняють точки розриву 1-го і 2-го роду.
Розриви 1-го роду бувають усувні й неусувні;
Розриви 2-го роду — завжди неусувні.

Означення. Точка 
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 називається точкою розриву 2-го роду для функції 
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, якщо в цій точці не існує хоча б одна з односторонніх границь (зліва чи справа).

Означення. Точка 
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 називається точкою розриву 1-го роду (розрив неусувний) для функції 
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Означення. Точка 
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, якщо односторонні границі функції в цій точці існують, рівні між собою, але не дорів​нюють значенню функції в цій точці або функція у цій точці не існує, тобто 
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Зауваження. Точка 
[image: image258.wmf]x

x

=

0

 усувного розриву відзначається тим, що існує 
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ВИСНОВКИ ДО другого ПИТАННЯ

Поняття неперервності функції у точці задається чотирма, хоч і рівноправними, але різними за формулюванням означеннями. Використання конкретного означення неперервності функції в точці визначається специфікою задачі. Ми розглянули фундаментальне поняття математичного аналізу, яке будемо використовувати ділі.
3. Методика дослідження функцій на неперервність.

1. Знайти область визначення функції 
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2. Дослідити функцію на неперервність у відкритих проміжках 
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3. Визначити скінченні граничні точки (с.г.т.) 
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 і обчислити односторонні границі функції у цих точках.
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4. Зробити висновок про характер точок розриву (якщо вони є) і побудувати графік функції поблизу цих точок. Для зручності побудови графіка функції рекомендується записати координати граничних точок графіка функції 
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 Символічний запис абсциси граничної точки 
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 означає, що ордината довільної точки графіка функції при цьому прямує до у0 знизу (у0 – 0) або зверху (у0 + 0). Наприклад, для граничних точок 
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 графік функції підходить до цих точок так, як показано на рис. 3.18.

До точки Р1 графік підходить зліва і зверху, а до точки Р2 — справа і знизу.

Приклад. Дослідити на неперервність функцію 
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(Область визначення цієї функції 
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 На кож​ному з інтервалів області визначення функція буде неперервна, як суперпозиція неперервних елементарних функцій. Скінченною граничною точкою D функції буде х = 1. Обчислимо такі границі:
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Отже, х = 1 — точка розриву 2-го роду, бо одна з односторонніх границь не існує. Граничні точки графіка функції: Р1 (1 – 0; + 0), Р2(1 + 0; +(). Графік функції 
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 поблизу точки розриву показано на рис. 3.19. Зауважимо, що гранична точка Р2 (1 + 0; + () лежить на нескінченності.
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Рис. 3.19 
Рис. 3.20

Приклад. Дослідити на неперервність функцію 
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(Ця функція буде неперервною на кожному з проміжків 
(–(; 0) і (0; + (), бо є суперпозицією неперервних елементарних функцій. Границі 
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 — не існують. Отже, точка 
х = 0 — точка розриву функції 2-го роду.

Записати координати граничних точок графіка функції неможливо, тому і побудувати графік функції 
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 поблизу самої точки розриву не можна (рис. 3.20).

Приклад. Дослідити на неперервність функцію 
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 — неперервна, як суперпозиція елементарних функцій. 

х = 0 — с.г.т. D(y).
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Таким чином, точка х = 0 є точкою розриву функції 1-го роду (розрив усувний), бо односторонні границі існують і рівні між собою (сама функція при х = 0 не існує).
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Рис. 3.21

Граничні точки графіка функції 
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зливаються в одну точку (рис. 3.21).
Приклад. Дослідити на неперервність функцію 
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(Після розкриття 
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 функція перепишеться так:
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Рис. 3.22

Отже, точка х = – 2 — точка розриву 1-го роду (розрив неусувний), бо од​носторонні границі функції у цій точці існують, але не рівні між собою. 

Граничні точки графіка функції такі: 
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(рис. 3.22).

ВИСНОВКИ ДО третього ПИТАННЯ

Дослідження функцій на безперервність має велике значення при рішенні конкретних задач. Особливо це важливо для задач математичного моделювання в економіці, теорії прийняття рішень і інших.

ВИСНОВКИ ДО лекції № 7  
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