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ПЛАН ЛЕКЦІЇ  
	1.
	Вектори та дії над векторами
	

	2.
	Лінійні простори. Лінійні оператори. Власні числа та власні вектори
	


Мета лекції:

Дати поняття про скалярні та векторні величини. Розглянути геометричні вектори, лінійні операції над векторами. Операції скалярного, векторного та мішаного добутку векторів. Лінійні простори. Лінійні оператори, матриці лінійних операторів. Власні числа та власні вектори.  

ВСТУП

Величина, яка повністю характеризується своїм числовим значенням в обраній системі одиниць, називається скалярною або скаляром. Такими, наприклад, є маса тіла, об'єм тіла, температура середовища й т.п. Скаляр визначається числом, додатним чи від’ємним, або рівним нулю. Величина, яка крім числового значення характеризується напрямком, називається векторною або вектором. До таких величин відноситься сила, переміщення, швидкість і т.д.
1.  Вектори та дії над векторами.
Означення. Вектором (n-вимірним вектором, геометричним вектором) називається впорядкований набір чисел  
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Означення. Вектори називаються рівними, якщо співпадають їхні розмірності та всі компоненти.

Приклад. Вектори (1;2;3) та (1;3;2) рівними не є, незважаючи на те, що множина  {1;2;3} дорівнює множині {1;3;2} .

Означення. Нульовим вектором називається вектор 
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Означення. Добутком вектора 
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Означення.  Сумою векторів 
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Означення. Скалярним добутком векторів 
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 називається число    
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Означення. Модулем (довжиною) вектора  
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Кут ( між векторами 
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. При n=2 ця формула співпадає зі шкільною формулою для кута між векторами на площині.

Вектори називаються ортогональними, якщо їхній скалярний добуток дорівнює нулю. Це виконується за умови  
cos(=0 , тобто  при (=900. 

Розглянемо прямокутну систему координат на площині та вектори 
[image: image16.wmf])

0

;

1

(

=

i

 і 
[image: image17.wmf])

1

;

0

(

=

j

 на цій площині (рис.  1). Ці вектори (вони ортогональні і їхня довжина дорівнює одиниці) називають ортами.
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                                           Рис.  1.

Розглянемо також просторову систему координат з ортами  
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Виконується така теорема: Кожен вектор в n-вимірному просторі єдиним способом розкладається по координатних осях.
Зокрема, в тривимірному просторі

                    
[image: image21.wmf]k

z

j

y

i

x

a

×

+

×

+

×

=

 ,

а в двовимірному ​ 

                         
[image: image22.wmf]j

y

i

x

a

×

+

×

=

 .

Нехай 
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 ‑ вектори, а k ‑ дійсне число. Виконуються такі властивості:
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Наведемо деякі формули, що стосуються векторів у тривимірному просторі.

Кути між вектором  
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 та координатними осями обчислюють за формулами
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Кут між двома векторами  
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Означення. Векторним добутком векторів 
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Векторний добуток задовольняє, зокрема, таку властивість:
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 , де  (  ‑ кут між векторами  
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Приклад. 
Обчислити площу трикутника  ABC, де  A(1;0;2), B(1;2;0), C(0;1;2). 

Знаходимо вектори 
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[image: image51.wmf])

2

;

2

;

2

(

2

2

2

1

1

2

0

0

1

2

0

0

1

2

2

0

1

1

2

2

0

=

+

+

=

-

+

-

-

-

-

=

-

-

=

×

k

j

i

k

j

i

k

j

i

AC

AB

. 

Знаходимо модуль цього векторного добутку: 
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Отже, шукана площа  
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Означення. Мішаним добутком векторів 
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 називається число, яке дорівнює скалярному добутку вектора 
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Рис.  3
Розглянемо геометричний зміст змішаного добутку. Для цього побудуємо на векторах 
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Знайдемо об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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 (рис 3). Площа основи його дорівнює модулю векторного добутку векторів 
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Висота дорівнює 
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Отже, остаточно маємо:
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З останнього випливає, що модуль мішаного добутку чисельно дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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. З рівності (*) маємо умову компланарності трьох векторів 
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Три вектори називаються компланарними, якщо вони лежать на паралельних площинах чи в одній площині. 
Компланарні вектори — лінійно залежні. 
В 3-мірному просторі 3 некомпланарних вектори утворюють базис. 
Іноді компланарними називають ті точки (або інші об'єкти), які лежать на (належать) однієї площині. 3 точки визначають площину і, тим самим, завжди (тривіально) компланарність. 4 точки, в загальному випадку некомпланарні.

Ураховуючи формули (2.7) і (2.8) знаходження скалярного і векторного добутків, маємо:
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Властивості мішаного добутку:
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ВИСНОВКИ ДО першого ПИТАННЯ

Нами рассмотрены базовые вопросы векторной алгебры, которые являются важнейшими для общей математической культуры и будут востребованы при дальнейшем изучении всех математических дисциплин.
2. Лінійні простори. Лінійні оператори. Власні числа та власні вектори.

Розглянемо систему векторів 
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Якщо ж із рівності  
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 випливає той факт, що k1=k2=…=km=0, то система називається лінійно незалежною.

Приклад.  Система векторів 
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 є лінійно залежною, бо існують числа k1=1, k2=1/2, k3=1 такі, що k12+k22+…+km2 = 1+1/4+1 > 0  і  одночасно    
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Приклад.  Система векторів 
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виконується тільки при  k1 = k2 = 0 .

Легко бачити, що при m > n система векторів завжди є лінійно залежною.

Приклад. Нехай 
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                                     Рис. 4
Пропорційні вектори завжди  лінійно залежні.

Приклад. Нехай 
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Нехай задана деяка система векторів 
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  цієї системи називається базою (базисом), якщо 

· ця підсистема  лінійно незалежна;

· кількість елементів k цієї підсистеми є максимально можливою.

Приклад. Базисом системи 
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Приклад. Базисом тривимірного простору R3 є система векторів  {(1;0;0;), (0;1;0), (0;0;1)} .

Означення. Нехай  
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Приклад.  Обчислити власні значення матриці  
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Будуємо рівняння для відшукання власних чисел:   
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Розв’язуємо це рівняння:

      (1-()((4-()-(-1)(2 = 0;

      (2 -5(+6=0;

      (1 = 2;  (2 = 3.

Означення. Квадратна матриця називається додатне визначеною, якщо всі її власні числа є додатними.

Теорема.  Квадратна матриця 
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 є додатне визначеною тоді і тільки тоді, коли кожен з її діагональних мінорів є додатнім:

       a11 > 0;
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Приклад.  Матриця  
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Означення. Власним (характеристичним) вектором матриці A називається вектор 
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, де ( - власне число матриці A.

Приклад.  Вектори  
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ВИСНОВКИ ДО другого ПИТАННЯ

Нами рассмотрены базовые вопросы векторной алгебры, которые являются важнейшими для общей математической культуры и будут востребованы при дальнейшем изучении всех математических дисциплин.

МЕТОДИЧНІ ПОРАДИ ЩОДО опанування 
матеріалу лекції №3.

Під час лекції розглядаються лише базові, основоположні теоретичні поняття векторної алгебри. Для вдалого засвоєння матеріалу цієї лекції, студентам (слухачам) рекомендується звернутись не лише до списку літератури, а й до інших джерел, які можна знайти у бібліотеці університету та у мережі Інтернет. Також необхідно починати виконувати завдання з індивідуальної та самостійної роботи.
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протокол № 14

Лекцію підготував Дісковський О.А. – професор кафедри економічної та інформаційної безпеки Дніпропетровського державного університету внутрішніх справ, доктор технічних наук, професор.
ПЛАН ЛЕКЦІЇ 
	1.
	Аналітична геометрія на площині. Найпростіші задачі аналітичної геометрії


	

	2.
	Аналітична геометрія в просторі
	


Мета лекції:

Дати основні поняття з аналітичної геометрії на площині та у просторі, розглянути найпростіші формули аналітичної геометрії.
ВСТУП
1. Аналітична геометрія на площині.
Спочатку розглянемо найпростіші формули аналітичної геометрії, відомі ще з курсу шкільної математики.

Відстань між двома точками.
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Нехай задано дві точки М1 (х1, у1) і 
М2 (х2, у2) 
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Трикутник М1М2K — прямокутний, тому за теоремою Піфагора маємо:
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Поділ відрізка у заданому відношенні.
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Число ( — називається відношенням, в якому точка М ділить відрізок М1М2, якщо
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Нехай задано ( і координати точок 
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, треба знайти координати точки М (х, у).

З рис. і теореми про пропорційні відрізки, що відтинають паралельні прямі на сторонах кута, випливають співвідношення:
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Оскільки числа х – х1 і х2 – х одного й того самого знака (при х1 < х2 вони додатні, а при х1 > х2 — від’ємні), то 
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Звідси: 
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Аналогічно до попереднього дістанемо формулу для знаходження координати у
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Наслідок. Якщо точка М (х, у) — середина відрізка М1 М2, то 
( = 1 і формули   набирають вигляду:
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Площа трикутника.
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Нехай задано координати вершин деякого трикутника А (х1, у1), В (х2, у2), С (х3, у3) 

Знайдемо площу цього трикутника. 

[image: image129.wmf]1

3

1

2

1

3

1

2

2

1

y

y

y

y

x

x

x

x

S

ABC

-

-

-

-

=

D

 

Пряма лінія на площині найчастіше задається у вигляді рівняння

                           y = k(x + b                                                            (1)

де  k=tg( ‑ нахил цієї прямої до осі OX 

Загальне рівняння прямої на площині має вигляд

                               Ax + By + C = 0                                           (2)

Якщо B(0 , то рівняння (1) можна перетворити у (2).

Наведемо ще деякі з рівнянь, які задають пряму на площині.

Пряма, яка проходить через дві задані точки (x1;y1) та (x2;y2): 
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або, що те саме,
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Пряма, яка проходить через задану точку (x1;y1) паралельно до заданої прямої y=ax+b :

                            y-y1=a(x-x1)                                                           (5)

Пряма, яка проходить через задану точку (x1;y1) перпендикулярно до заданої прямої y=ax+b :
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Рівняння прямої у відрізках
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Переходи від одного вигляду рівняння прямої до іншого виконують за допомогою нескладних перетворень.

Приклад. Загальне рівняння прямої має вигляд 2x-y+2=0.

Перейдемо до рівняння прямої у відрізках:

                              -2x+y=2,
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Перейдемо до рівняння з кутовим коефіцієнтом:

                               y=2x+2.

Візьмемо на нашій прямій дві точки, наприклад, (x1;y1)=(-1;0) та (x2;y2)=(0;2),і побудуємо рівняння прямої, яка проходить через ці дві точки:
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Наведемо ще декілька формул щодо прямих на площині.

Кут між прямими  y=a1x+b1 та y=a2x+b2  обчислюється за формулою

                              
[image: image136.wmf]2

1

1

2

1

a

a

a

a

tg

+

-

=

a


Прямі y=a1x+b1 та y=a2x+b2 отже, є паралельними, якщо a1=a2, та перпендикулярними, якщо  a1(a2 = -1.

Точка перетину прямих є розв’язком системи рівнянь
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Відстань від точки M(x1;y1) до прямої Ax+By+C=0 визначають за формулою
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Приклад. Попит Q (кількість товару, що буде куплено) на товар  залежно від його ціни p на ринку задається формулою  p=p(Q)=500-10Q. Пропозицію Q (кількість товару, що потрапить на ринок)  залежно від  ціни задає формула  p=p(Q)=50+5Q.
Зобразити графічно криві попиту та пропозиції і визначити ціну рівноваги.

Маємо такий графік 

                         p

                      500

                                                                      Пропозиція

                         p*
                                                     Попит

                        50

                                             Q*                            Q
 Ціну рівноваги p* (а також рівноважний випуск Q*) визначаємо як точку перетину прямих попиту та пропозиції, тобто розв’язуємо систему лінійних рівнянь
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Помноживши друге рівняння на 2 і додавши до першого, отримаємо p*=200  та  Q*=30 .

Приклад.  Нехай ринкова ціна за одиницю деякого виробу становить p=10. Витрати, пов’язані з випуском кожної одиниці цього виробу в деякій фірмі, Vc=5 (змінні витрати). Постійні витрати фірми становлять Fc=40. Визначити обсяг виробництва Q, за якого фірма матиме прибуток. 

Загальні витрати фірми на виготовлення Q одиниць продукції описуються залежністю

                Tc = Fc + Q(Vc = 40+5Q .
Доход фірми від виготовлення і реалізації Q одиниць продукції становить

                TR = p(Q =10Q .

Визначимо такий випуск Q*, за якого доход фірми збігається з її витратами:

                  TR = TC ,

                 10Q = 40+5Q ,
                  Q* = 8 .

Отже, прибуток (різниця між доходом і витратами) в цій моделі починається при Q*>8 і далі необмежено зростає.
                 Tc,TR
                                           TR(доход)=10Q

                                               Tc(витрати)=40+5Q
                      40


                               Q*=8                          Q
ВИСНОВКИ ДО першого ПИТАННЯ

Ми розглянули найпростіші задачі аналітичної геометрії на площині.  Перейдемо до задач у просторі.

2.  Аналітична геометрія в просторі

Канонічне рівняння прямої.
 Нехай у системі координат Охуz задано пряму l і ненульовий вектор 
[image: image140.wmf]s
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, колінеарний цій прямій. Точка 
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 належить прямій, а напрямний вектор 
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. Тоді довільна точка М (х, у, z) лежатиме на прямій тоді і тільки тоді, коли вектори 
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 колінеарні:
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Параметричне рівняння.
Позначимо через t кожне з рівних відношень. Тоді
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Звідси дістаємо:
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Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки.

Нехай дві точки 
[image: image148.wmf](
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 належать прямій у просторі. Тоді вектор 
[image: image150.wmf](

)

1

2

1

2

1

2

2

1

,

,

z

z

y

y

x

x

M

M

-

-

-

=

 можна розглядати як напрямний вектор прямої. Замінюючи ним вектор 
[image: image151.wmf](
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 дістанемо шукане рівняння прямої у просторі
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Кут між двома прямими


[image: image153.wmf]2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

cos

p

n

m

p

n

m

p

p

n

n

m

m

s

s

s

s

+

+

×

+

+

+

+

=

×

=

j

r

r

r

r

.

З останньої формули випливає умова перпендикулярності двох прямих
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а умову паралельності двох прямих дістанемо як умову колінеарності напрямних векторів 
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Загальне рівняння площини в тривимірному просторі, яка проходить через точку (x0;y0;z0) перпендикулярно до вектора  
[image: image158.wmf])
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  має вигляд

                       A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)                                               
або

                          Ax+By+Cz=0                                                             
Спеціальними площинами є площини OXY (рівняння z=0), OXZ (рівняння  y=0) та OYZ (рівняння x=0).

Рівняння площини, яка проходить через три задані точки  (x0;y0;z0), (x1;y1;z1), (x2;y2;z2) (якщо ці точки не лежать на одній прямій), є таким:
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Приклад.  Записати рівняння площини, яка проходить через точки  M0(1;2;3), M1(2;1;2) та M3(3;3;1).

Маємо           
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 звідки   x+4y-4=0.

Рівняння площини у відрізках є таким:
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Ця площина проходить через точки  (a;0;0), (o;b;0) та  (0;0;c).

Приклад.  Ціни за одиницю кожного з трьох товарів становлять, відповідно, 2, 3 та 4 умовні одиниці. Бюджет споживача дорівнює 120 умовних одиниць. Зобразити графічно бюджетне обмеження цього споживача.

Нехай споживач на всі гроші купив x одиниць першого товару, y одиниць другого та z одиниць третього. Тоді виконується рівність

                                   2x+3y+4z=120.

Ми отримали бюджетне обмеження споживача як загальне рівняння площини.

Зручніше записати це обмеження у вигляді рівняння площини у відрізках (виконавши ділення на 120):

                                    
[image: image162.wmf]1

30

40

60

=

+

+

z

y

x

 .

`Отже, споживач може купити або тільки 60 одиниць першого товару, або тільки 40 другого, або тільки 30 третього, а також може перебувати в довільній іншій точці площин   
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Якщо ж витрачають не всі гроші, то бюджетне обмеження буде тетраедром:
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Розглянемо випадок, коли споживач зовсім не купує третього товару (z =0). Тоді бюджетне обмеження представлятиме собою відрізок прямої на площині
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або множину точок всередині трикутника  
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                         y

                                                                Бюджетне обмеження -

                       40                                     відрізок прямої на площині

                                                      60              x
Рівняння прямої у тривимірному просторі також записується багатьма способами.

Пряму як перетин двох площин задають системою лінійних рівнянь
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Параметричне рівняння прямої є таким:
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Рівняння прямої в просторі, яка проходить через дві точки (x1;y1;z1)  та  (x2;y2;z2) , є подібним до рівняння прямої на площині:
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Приклад.  Пряма в просторі проходить через дві точки: M1(1;2;3) та  M2(4;6;8) .  Рівнянням цієї прямої   є рівняння
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Виконавши операції віднімання, отримуємо канонічне рівняння
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Від останнього рівняння перейдемо до параметричного завдання прямої        
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У тривимірному просторі справджуються такі формули для кутів:
Кут між площинами. Кут між прямими. Кут між прямою і площиною
Розглянемо дві площини ( і (, які задано відповідно рівняннями
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Двогранний кут ( між площинами ( і ( дорівнюватиме куту між векторами 
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Якщо площини взаємно перпендикулярні, то 
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Якщо площини ( і ( паралельні між собою, то 
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Відстань від точки до площини
Відстань від точки 
[image: image181.wmf](
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Взаємне розміщення площин, прямої та площини
Нехай задано пряму 
[image: image184.wmf]p
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EMBED Equation.3[image: image186.wmf]0
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то пряма перпендикулярна до площини, а коли


[image: image188.wmf]0

=

+

+

Cp

Bn

Am

,

пряма паралельна площині.

Знайдемо кут між площиною і прямою
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ВИСНОВКИ ДО другого ПИТАННЯ

Ми розглянули найпростіші задачі аналітичної геометрії в просторі, а також приклади в економіці.

МЕТОДИЧНІ ПОРАДИ ЩОДО опанування 
матеріалу лекції 
Під час лекції розглядаються лише базові, основоположні теоретичні поняття аналітичної геометрії. Для вдалого засвоєння матеріалу цієї лекції, студентам (слухачам) рекомендується звернутись не лише до списку літератури, а й до інших джерел, які можна знайти у бібліотеці університету та у мережі Інтернет. Також необхідно починати виконувати завдання з індивідуальної та самостійної роботи.
РЕКОМЕНДОВАНА Література 
16. Барковський В.В., Барковська Н.В. Математика для економістів. Навч. посіб. – К.: НУЛ, 2010. – 448с.

17. Бугір М.К. Математика для економістів. – К.: ВЦ „Академія”, 2003.

18. Валєєв К.Г., Джалладова І.А. Вища математика. – К.: КНЕУ, 2001.
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ДНІПРОПЕТРОВСЬКИЙ ДЕРЖАВНИЙ УНІВЕРСИТЕТ

ВНУТРІШНІХ СПРАВ

Кафедра економічної та  інформаційної безпеки
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Тема № 5.  ОСНОВНІ ТИПИ КРИВИХ НА ПЛОЩИНІ.  
 ( 2 години)

для здобувачів вищої освіти факультетів ФСПОУ, що навчаються на бакалаврському рівні вищої освіти
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Лекція обговорена та схвалена на засіданні кафедри економічної та інформаційної безпеки

“27” серпня 2019 р., 

протокол № 14

Лекцію підготував Дісковський О.А. – професор кафедри економічної та інформаційної безпеки Дніпропетровського державного університету внутрішніх справ, доктор технічних наук, професор.
ПЛАН ЛЕКЦІЇ 
	1.
	Коло та його рівняння


	

	2.
	Еліпс та його рівняння


	

	3. 
	Гіпербола


	

	4.
	Парабола та її рівняння.


	


Мета лекції:

Дати уявлення про основні типи кривих на площині та їх початковий аналіз.
ВСТУП

Рівняння виду Ах+Ву+С=0, де хоча б одна величина А або В не дорівнює нулю є алгебраїчним рівнянням першого степеня. Воно представляє собою пряму лінію. 
Алгебраїчним рівнянням другого степеня називається будь-яке рівняння виду
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де А, В, C, D, E, F − дійсні числа, причому хоча б одна з величин А, В, С не дорівнює нулю.
Залежно від вибору коефіцієнтів рівнянні, можна отримати чотири типи кривих: коло, еліпс, параболу і гіперболу.

1. Коло та його рівняння
Колом називається геометричне місце точок, однаково віддалених від однієї точки, що називається центром.

Рівняння кола з центром у початку координат. Побудуємо коло з центром в початку координат. На колі візьмемо довільну точку 
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 з координатами 
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. Радіус кола 
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 дорівнює 
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. За формулою відстані між двома точками записуємо:
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Піднесемо обидві частини рівності до квадрату:
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Одержане рівняння є рівнянням кола, з центром в початку координат, тому що воно справедливе для любої точки кола.

Рівняння кола з центром в будь-якій точці площини:

Центр кола в точці 
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. На колі візьмемо довільну точку 
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 з координатами 
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Піднесемо обидві частини до квадрату і врахуємо 
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 — рівняння кола з центром в любій точці 
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Якщо центр кола знаходиться на вісі 
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, то 
[image: image208.wmf]0

0

=

y

 і рівняння має вигляд:
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на вісі 
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 і рівняння має вигляд:
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Рівняння кола, як частинний випадок рівняння другого степеня.

Зробимо перетворення рівняння кола з центром в любій точці: 
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 розкриваємо дужки
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, помножимо рівність на 
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, введемо позначення:
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, тоді рівняння кола (1) приймає вигляд
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                                    (2)

Порівняємо рівняння (2) з загальним рівнянням другого степеня,
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робимо висновок:

Якщо коефіцієнти при 
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 і 
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 однакові, A=B і відсутній член, що містить добуток xy, С=0, то рівняння другого степеня є рівнянням кола.

Приклад 1:

Знайти радіус і координати центра кола 
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Розв’язання:

Зведемо дане рівняння до виду: 
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Перетворимо рівняння кола, виділивши повні квадрати відносно 
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 та  
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Центр кола в точці 
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Приклад 2:
Коло 
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 перетинається прямою 
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. Знайти довжину хорди, що належить прямій.

Розв’язання:

Кінці хорди 
[image: image236.wmf]A

 та 
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, це точки перетину прямої і кола, щоб знайти їх координати, необхідно розв’язати систему рівнянь, що складаються з рівнянь кола і прямої.
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В другому рівнянні розкриваємо дужки, зводимо подібні і розв’язуємо одержане рівняння.
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Знаходимо значення 
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Точки перетину  прямої з колом 
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. За формулою відстані між двома точками знаходимо довжину хорди 
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Відповідь:  
[image: image254.wmf]2
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ВИСНОВКИ ДО першого ПИТАННЯ

Ми розглянули простіші питання щодо рівняння кола.
2. Еліпс та його рівняння
Еліпсом називається геометричне місце точок, сума відстаней яких до кожної з двох фіксованих точок, що називаються фокусами, є величина стала і рівна 2а (і більша ніж відстань між фокусами − а>с).

Нехай точки 
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 належать еліпсу, 
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його фокуси, то згідно визначення еліпса можна записати:

F1M1+F2M1=F1M2+F2M2=F1M3+F2M3=const.

Для виводу рівняння еліпса виберемо систему координат. За вісь Ox приймемо пряму, що проходить через фокуси F1 і F2, а за вісь OY пряму перпендикулярну до неї і проведену через середину F1, F2. Позначимо відстань Oy – між фокусами через 2с , 
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, тоді координати фокусів будуть 
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 є довільна точка еліпса. Позначимо сталу суму відстаней точки до фокусів через 2a, отже:
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(1).

За формулою відстаней між точками можемо записати:
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Знайдені відстані підставимо в рівність (1) 
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. Дану рівність можемо вважати рівнянням еліпса, але його можна спростити для цього звільнимося від кореня піднесенням до квадрату, зведемо подібні, введемо позначення 
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Отже найпростіше рівняння еліпса: 
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a − велика піввісь.

b − мала піввісь. 

F1(c;0), F2(-c;0) − фокуси;

MF1=r1, MF2=r2 − фокальні радіуси.

За означенням еліпса: r1+r2=2a.
Ексцентриситет еліпса

Ексцентриситетом еліпса називається відношення відстані між його фокусами до довжини великої вісі: 
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За визначенням еліпса 0<с<а, отже ексцентриситет еліпса менший одиниці. Ми прийняли 
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тому ексцентриситет буде 
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Ексцентриситет характеризує форму еліпса:

a) Фокуси еліпса можуть бути розташовані на вісі 
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, тоді 
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b) Піввісі еліпса рівні 
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 і відповідно e=0. Рівняння еліпса приймає вигляд 
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 помножимо на 
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 — це рівняння визначає коло з радіусом 
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. Отже коло є частинним видом еліпса, у якого піввісі рівні між собою, а ексцентриситет дорівнює нулю.

Задача №1
Для еліпса 
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 визначити довжину осей, координати вершин, фокусів та ексцентриситет. Відповідь проілюструвати. 

Розв’язання: Поділимо обидві частини рівняння на 400:
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Порівнявши одержане рівняння з рівнянням еліпса 
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. Координати вершин 
[image: image297.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

4

;

0

,

4

;

0

,

0

;

5

,

0

;

5

2

1

2

1

-

-

B

B

A

A

. Для знаходження координат фокусів обчислимо 
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Задача №2.

Скласти рівняння еліпса, якщо його дві вершини 
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Розв’язання: Для запису рівняння еліпса 
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ВИСНОВКИ ДО другого ПИТАННЯ

Ми розглянули простіші питання щодо рівняння еліпсу та приклад.

3. Гіпербола
1. Гіперболою називається геометричне місце точок, абсолютна величина різниці відстаней від кожної із них до двох даних точок, що називаються фокусами, є величина стала.
Нехай М1, М2, М3, М4 є точки гіперболи, фокуси якої знаходяться в точках F1 та F2. 

Тоді, згідно визначенню гіперболи можна записати:
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 EMBED Equation.3  [image: image322.wmf]const
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Для виводу рівняння гіперболи скористаємось записаною рівністю і виберемо систему координат так, що вісь Ох проходитиме через фокуси, а вісь Oy – через середину відстані між фокусами, перпендикулярно до неї.

Нехай точка M(x;y) належить гіперболі, відстань між фокусами дорівнює 2С, абсолютну величину різниці відстаней точки М до фокусів позначимо через 2а, тоді 
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Координати фокусів будуть: F1(-c;0), F2(c;0). Знайдемо довжини відрізків F1M та F2M за формулою відстані між двома точками 
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Замінимо в рівності (1) відрізки знайденими їх значеннями:
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 або за визначенням модуля числа: 
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Звільняємось від ірраціональності піднесенням до квадрату двічі, зводимо подібні, вводимо позначення 
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 і одержуємо рівняння 
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, яке є рівнянням гіперболи.

Дослідження рівняння гіперболи
Знайдемо з рівняння гіперболи 
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 значення x та y, для цього помножимо його на a2b2:

b2x2-a2y2=a2b2 звідки: b2x2=a2b2+a2y2, 
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а також: a2y2=b2x2-a2b2,       
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Дослідимо одержані значення x(1) та y(2).

1. Знайдемо точки перетину гіперболи з осями:

з віссю Ox y=0, тоді 
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. Гіпербола перетинає вісь Ox в точках A1(-a;0), A2(a;0).
З віссю Oy x=0 , тоді 
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, корінь з від’ємного числа в області дійсних чисел не існує, отже гіпербола вісь Oy не перетинає.
2. Підкореневий вираз не може бути від’ємним: 
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 при будь—якому значенні y вираз додатній, 
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 – вираз додатній для всіх x<-a та x>a, для x є (-a;a) точок гіперболи не існує.

3. З виразів (1) та (2) видно, що кожному значенню y відповідає два протилежних значення x (про це свідчить 
[image: image342.wmf]±

).точки гіперболи симетричні відносно вісі Oy.

Аналогічно кожному допустимому значенню x 
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 відповідають два протилежних значення y. точки гіперболи симетричні вісі Ox.
4. Дослідимо, як поводить себе y при x, прямуючому до 
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Отже, якщо 
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Отже, якщо 
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x

±

®

, то 
[image: image354.wmf]0

y

®

. 

Гіпербола перетинає вісь Ox в точках

A1(-a;0), A2(a;0).
Точки A1 та A2 називаються вершинами гіперболи, точка O(0;0) – центр гіперболи.

Відрізки АА1=2а носить назву дійсної вісі гіперболи, ВВ1=2b — називається уявною віссю, F1F2=2c — фокусна відстань, FM — фокальний радіус точки М.
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Ексцентриситет гіперболи
Ексцентриситетом гіперболи називається відношення відстані між фокусами до довжини дійсної вісі, тобто:
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За визначенням a<c, що видно з малюнку, тому e>1.

Асимптоти гіперболи
На осях координат побудуємо прямокутник з центром в початку координат і сторонами рівними 2a та 2b. Проведемо діагоналі прямокутника. Це прямі, що проходять через початок координат. Їх рівняння: 
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Знайдемо кутовий коефіцієнт k, як тангенс кута нахилу прямих до дійсного напрямку вісі OX. 
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, отже рівняння цих прямих: 
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Розглянемо, як поводить себе гіпербола по відношенню до цих прямих. Для цього візьмемо дві точки на гіперболі M(x0; y1), на прямій N(x0; y2) і знайдемо ординати цих точок через x0.
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Дослідимо, як змінюється відстань 
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 при x0 прямуючому до нескінченності.
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 в знаменнику одержуємо нескінченно велику величину. Стала, поділена на нескінченно велику є нескінченно мала, границя якої дорівнює нулю.]
Це свідчить про те, що гіпербола до прямих наближається , але з ними не перетинається, що можна перевірити, підставивши y2 в рівняння гіперболи.

Прямі, до яких крива необмежено наближається, але не перетинається з ними, називаються асимптотами кривої.


[image: image368.wmf]x

a

b

y

±

=

 — є асимптоти гіперболи, тобто гіпербола має дві асимптоти 
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Рівностороння гіпербола. Якщо піввісі гіперболи рівні a=b, то гіпербола називається рівносторонньою і рівняння її має вигляд:


[image: image371.wmf]1

2

2

2

2

=

-

a

y

a

x

, звідки 
[image: image372.wmf]2

2

2

a

y

x

=

-

.

Асимптоти рівносторонньої гіперболи y=x та y=-x — це бісектриси координатних кутів і вони взаємноперпендикулярні.

Якщо прямі 
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 розглядати, як вісі координат, то рівняння прямої відносно цих осей буде мати вигляд 
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Приклад 1. Для гіперболи 
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 визначити вісі і відстань між фокусами.

Розв’язання: Порівнявши задане рівняння з загальним рівнянням гіперболи 
[image: image376.wmf]1
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 можемо записати a2=9, b2=25, звідки а=3, b=5 і вісі рівні 2a=6, 2b=10.

Знайдемо фокусну відстань із залежності 
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. Фокусна відстань 
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Приклад 2. Написати рівняння гіперболи, в якої фокуси 
[image: image379.wmf])
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 і дійсна відстань дорівнює 6.

Розв’язання: Щоб знайти рівняння гіперболи необхідно знайти уявну вісь з рівності c2-a2=b2. За умовою с=4, 2а=6, а=3. Отже b2=16-9=7. Рівняння має вигляд 
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Приклад 3. Написати рівняння гіперболи, асимптоти якої 
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Розв’язання: З умови задачі можемо записати: 
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Отже 
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ВИСНОВКИ ДО третього ПИТАННЯ

Ми розглянули простіші питання щодо рівняння гіперболи та приклад.

4. Парабола та її рівняння

Параболою називається геометричне місце точок, рівновіддалених від точки, що називається фокусом і від прямої, що називається директрисою.
Точки М1, М2, М3, М4 лежать на параболі , F — фокус параболи, АВ — директриса, тоді за визначенням параболи можемо записати: N1M1=M1F, N2M2=M2F, N3M3=M3F, N4M4=M4F  (Рисунок 1).

Для виводу рівняння параболи вибираємо систему координат так, щоб вісь OX проходила через фокус перпендикулярно директрисі, вісь OY — через середину відстані між фокусом і директрисою. Візьмемо довільну точку M(x;y) на параболі (рисунок 2).

За визначенням параболи NM=MF                       (1).

Позначимо відстань від фокуса до директриси KF=p, тоді фокус має координати 
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Знайдемо відстань NM за формулою відстані між точками 
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, отже
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Знайдені значення підставляємо в (1):
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Піднесемо вираз до квадрату, розкриємо дужки і зведемо подібні:
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[image: image394.wmf]px
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 — рівняння параболи з вершиною в початку координат.

p — називається параметром параболи.

Задача 1.

Дана парабола 
[image: image395.wmf]x

y
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2

=

. Знайти координати її фокуса, написати рівняння директриси.

Розв’язання:

Дана парабола розташована вправо від OY; симетрична ОХ. Її загальне рівняння 
[image: image396.wmf]px
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, отже 2р=12, звідки з=6. Відстань від фокуса до директриси дорівнює 6, отже відстань від початку координат до фокуса 
[image: image397.wmf]3
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, тому фокус має координати F(3;0). Директриса паралельна вісі OY і знаходиться зліва від неї на відстані 
[image: image398.wmf]2

p

, тому рівняння директриси x=-3.

Задача 2.
Фокус параболи, з вершиною в початку координат, F(0;-4). Написати рівняння параболи.

Розв’язання:

Вітки даної параболи направлені вниз і симетричні вісі OY, отже рівняння її 
[image: image399.wmf]py
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Із координат фокуса 
[image: image400.wmf]4
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, то р=8 і рівняння параболи буде x2=-16y.
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Ми розглянули простіші питання щодо рівняння параболи та приклад.

МЕТОДИЧНІ ПОРАДИ ЩОДО опанування 
матеріалу лекції №4.
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