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План ЛЕКЦІЇ
	1.
	Поняття похідної. Залежність між неперервністю та диференційованістю функції. Геометрична, механічна, та економічна інтерпретація похідної.
	

	2.
	Похідні основних елементарних функцій. Обчислення похідної.
	

	3.
	Диференціал. Техніка диференціювання. Правила знаходження диференціала.
	


Вступ  
Відкриттю похідній і основ диференціального числення передували робота французького математика і юриста П'ера Ферма (1601 - 1665), який в 1629 г. запропонував способи знаходження найбільших і найменших значень функцій, проведення дотичних до довільних кривих, фактично опиралися на застосування похідних. Цьому сприяли також роботи Рене Декарта (1596 - 1650) , що розробив метод координат і основи аналітичної геометрії. Лише в 1666 р. Ньютон і трохи пізніше Лейбниц незалежно друг від друга побудували теорію диференціального числення. 

Ньютон прийшов до поняття похідної, вирішуючи задачі про миттєву швидкість, а Лейбниц, - розглядаючи геометричну задачу про проведення дотичної до кривої. Ньютон і Лейбниц досліджували проблему максимумів і мінімумів функцій. Эйлер у роботі "Диференціальне числення "Диференціальне числення" (1755р.) розрізняв локальний екстремум і найбільші й найменші значення функції на певному відрізку. Він перший почав використовувати грецьку букву Δ для позначення приросту аргументу ΔX = X2 - X1 і приросту функції ΔY = Y2 - Y1. Позначення похідній у' і f'(х) увів французький математик Жозеф Луи Лагранж (1736 - 1813). 

1. Поняття похідної. Залежність між неперервністю та диференційованістю функції. Геометрична та механічна інтерпретація похідної

Нехай функція 
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 визначена на деякому проміжку (а; b). Візьмемо значення 
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 і надамо аргументу приросту 
[image: image3.wmf]x

D

. Тоді функція набуде приросту 
[image: image4.wmf](

)

(

)

x

f

x

x

f

y

-

D

+

=

D

. Розглянемо відношення приросту функції 
[image: image5.wmf]y

D

 до приросту аргументу 
[image: image6.wmf]x

D

 і перейдемо до границі при 
[image: image7.wmf]0

®

D

x

:



[image: image8.wmf](

)

(

)

x

x

f

x

x

f

x

y

x

x

D

-

D

+

=

D

D

®

D

®

D

0

0

lim

lim

   
(1)

Якщо границя (1) існує і скінченна, вона називається похідною функції 
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за змінною х і позначається
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Означення. Похідною функції 
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за аргументом х називається границя відношення приросту функції до приросту аргументу, коли приріст аргументу прямує до нуля.

Операція знаходження похідної називається диференціюванням цієї функції.

Приклад. Функція у = х2. Знайти похідну в точках х = 3 і х = – 4.

Надамо аргументу х приросту 
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, тоді функція набуде приросту 
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Складемо відношення приросту функції до приросту аргументу 
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, відшукаємо границю 
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. Таким чином, 
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Похідна в точці х = 3 
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  Залежність між неперервністю та диференційованістю функції

Означення. Функція у = f (x) називається диференційованою в точці, якщо у цій точці вона має похідну.

Означення. Функція у = f (x) називається диференційованою на інтервалі (а; b), якщо вона диференційована в кожній точці даного інтервалу.

Теорема. Якщо функція диференційована в деякій точці, то у цій точці функція неперервна. 

Обернене твердження неправильне: для неперервної функції може не існувати похідної.

Геометрична та механічна інтерпретація похідної

Означення. Дотичною до кривої L у точці М називається граничне положення МN січної ММ1 при прямуванні точки М1 по кривій L до точки М (рис. 1).

Нехай крива, задана рівнянням 
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, має дотичну в точці М (х, у). Позначимо (рис. 2) кутовий коефіцієнт дотичної МN: 
[image: image20.wmf]j

=

tg

k

. Надамо в точці х приросту 
[image: image21.wmf]x

D

, тоді ордината у набуде приросту 
[image: image22.wmf]y

D

.

З 
[image: image23.wmf]1

MAM

D

 випливає, що 
[image: image24.wmf]a

=

D

D

tg

x

y

. Коли 
[image: image25.wmf]0

®

D

x

, то 
[image: image26.wmf],

1

M

M

®



EMBED Equation.3[image: image27.wmf]j
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 і січна прямує до положення дотичної МN.

Таким чином, 
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Оскільки 
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 тобто похідна 
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 чисельно дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної, проведеної до графіка функції у точці з абсцисою х. У цьому полягає геометричний зміст похідної.

Механічний зміст похідної

Припустимо, що точка М рухається прямолінійно нерівномірно по деякій прямій лінії, яку візьмемо за вісь Ох (рис. 1).
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Рис. 1
Рух точки відбувається за законом х = f (t), де х — шлях; t — час. Знайдемо швидкість точки М у даний момент часу t (миттєва швидкість).

Нехай точка М у момент t перебувала на відстані х від початкової точки М0, а в момент часу 
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 точка опинилася на відстані 
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 від початкової точки й зайняла положення М1. Отже, час t набув приросту 
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, а шлях х — приросту 
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. Середня швидкість руху точки М за час 
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 описується формулою 
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Якщо точка М рухається рівномірно, то Vcр є величина стала, і її беруть за швидкість точки. Для нерівномірного руху точки очевидно, що для достатньо близьких значень 
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 до нуля середня швидкість точки М буде близька до її швидкості у момент часу t. Тому за точне значення швидкості точки М у момент часу t беруть величину
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яка є швидкістю зміни функції х = f (t) у точці. У цьому полягає механічний зміст похідної.

Економічний зміст похідної.

Задача на продуктивність праці.

Нехай функція 
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 виражає кількість виробленої продукції u за час t, і необхідно знайти продуктивність праці в момент 
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Очевидно, за період часу від 
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 кількість виробленої продукції зміниться від значення 
[image: image47.wmf])

(

0

0

t

u

u

=

 до значення 
[image: image48.wmf])

(

0

0

t

t

u

u

u

D

+

=

D

+

. Тоді середня продуктивність праці за цей термін 
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Продуктивність праці в момент 
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 можна визначити як граничне значення середньої продуктивності за період часу від 
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Отже, похідна обсягу виробленої продукції за часом 
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 є продуктивність праці в момент 
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Похідні для виробничих функцій.

У практиці економічних досліджень широке застосування отримали виробничі функції, які використовують для встановлення залежності, наприклад, випуску продукції від витрат ресурсів, витрат виробництва від обсягу продукції, виторгу від проданого товару і т.д. У припущенні диференційованості виробничих функцій важливе значення набувають їхні диференціальні характеристики, пов’язані з поняттям похідної.

Розглянемо похідні для означених типів виробничої функції.

1. Нехай виробнича функція К=К(х) – функція витрат виробництва, що залежить від кількості продукції х. Припустимо, що кількість продукції збільшиться на 
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 відповідають витрати виробництва 
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 відповідає приріст витрат на виробництво продукції 
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Середній приріст витрат виробництва є 
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. Це приріст витрат виробництва на одиницю кількості продукції. Граничними витратами виробництва називається границя 
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Граничні витрати виробництва збігаються зі швидкістю зміни витрат виробництва. Величина 
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 характеризує наближено додаткові витрати на виробництво одиниці додаткової продукції.

2. Позначимо 
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 виторг від продажу х одиниць товару.

Граничним виторгом називається границя 
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3. Нехай виробнича функція 
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 встановлює залежність випуску продукції 
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 від витрат ресурсу х.

Граничним продуктом називається границя 
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4. Нехай аргумент х функції 
[image: image70.wmf])

(

x

f

 одержав приріст 
[image: image71.wmf]x

D

. Тоді значення функції зміняться на величину 
[image: image72.wmf])

(

)

(

x

f

x

x

f

y

-

D

+

=

D

.

Прирости 
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 називаються абсолютними приростами аргументу і функції відповідно. Складемо відносні прирости змінних 
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Границя відношення відносного приросту функції 
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 прямує до нуля, називається еластичністю функції 
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[image: image82.wmf])
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Еластичність 
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 показує наближено, на скільки відсотків зміниться значення функції 
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 у разі зміни незалежної змінної х на 1% (з х до х+0,01х).

Формулу можна переписати у вигляді: 
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Це означає, що для функцій випуску 
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 еластичність дорівнює відношенню граничного виробництва ресурсу до його середнього значення виробництва.

Приклад. Знайти 
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Розв’язок. Еластичність заданої функції обчислюємо за формулою:
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Знайдемо 
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Це означає, що при збільшенні х з 2 до 2,02 значення функції зростає на 0,6%.

· Якщо 
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, то функція називається нееластичною (відносний її приріст спадає).

· Якщо 
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, то функція називається еластичною (відносний її приріст зростає).

Властивості:
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Еластичність елементарних функцій

1. Еластичність степеневої функції 
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 стала і дорівнює показнику степеня 
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2. Еластичність показникової функції 
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3. Еластичність лінійної функції 
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Рівняння дотичної і нормалі до плоскої кривої

Нехай функція у = f (t) означена і неперервна на деякому проміжку [a; b]. Визначимо рівняння дотичної й нормалі до графіка функції у = f (x) у точці з абсцисою. 
[image: image106.wmf][
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Оскільки дотична й нормаль проходять через точку з абсцисою х0, то рівняння кожної з них будемо шукати у вигляді рівняння прямої, що проходить через задану точку М0 (х0; у0) у даному напрямі (рис.2):
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де k кутовий коефіцієнт дотичної. Використовуючи геометричний зміст похідної, маємо 
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Рис. 2
Рівняння дотичної. Оскільки 
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, то з виразу (2)   достанемо рівняння дотичної у вигляді
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Рівняння нормалі. Означення. Нормаллю до графіка функції в точці М0 називається перпендикуляр, проведений до дотичної в цій точці (рис. 4).

Використовуючи умову перпендикулярності дотичної та нормалі, знаходимо кутовий коефіцієнт нормалі 
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 і записуємо її рівняння у вигляді
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Приклад. Знайти рівняння дотичної та нормалі до графіка функції у = х2 у точці з абсцисою х0 = – 3.

 Знайдемо похідну від заданої функції 
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Рівняння дотичної (3) і нормалі (4) запишуться так:
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 або у загальному вигляді: 6х + у + 
+ 9 = 0, х – 6у + 57 = 0.

Висновки до першого питання

Було розглянуто найважливіше поняття математики – поняття похідної. Це поняття – один блоків фундаменту усіх економічних дисциплін. Ми будемо використовувати похідну не тільки у нашої дисципліні, також практично в усіх дисциплінах математичного та економічного змісту.
2. Похідні основних елементарних функцій. Обчислення похідної

За аналогією з попередніми прикладами можна дістати похідні від основних елементарних функцій:
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Обчислення похідної

Теорема 1. Похідна сталої дорівнює нулю, тобто якщо у = с, де с = const, то 
[image: image131.wmf]0

=

¢

y

.

Теорема 2. Похідна алгебраїчної суми скінченної кількості диференційованих функцій дорівнює алгебраїчній сумі похідних цих функцій: 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

v

x

u

x

v

x

u

¢

±

¢

=

¢

±

.

Теорема 3. Похідна добутку двох диференційованих функцій дорівнює добутку першого множника на похідну другого плюс добуток другого множника на похідну першого:
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Теорема 4. Сталий множник можна виносити за знак похідної:
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Теорема 5. Якщо чисельник і знаменник дробу диференційовані функції (знаменник не перетворюється в нуль), то 
похідна дробу також дорівнює дробу, чисельник якого є різницею добутків знаменника на похідну чисельника і чисельника на похідну знаменника, а знаменник є квадратом знаменника початкового дробу 
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Зауваження. Похідну від функції 
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, зручно обчислювати як похідну від добутку сталої величини 
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Похідна складної функції. Нехай у = f (u), де 
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. Функція f (u) називається зовнішньою, а функція 
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 —внутрішньою, або проміжним аргументом.

Теорема 6. Якщо у = f (u) та 
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 — диференційовані функції від своїх аргументів, то похідна складної функції існує і дорівнює 
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Таким чином, похідна складної функції дорівнює добутку похідної зовнішньої функції за проміжним аргументом на похідну проміжного аргументу за незалежною змінною.

Похідна неявної функції. Нехай рівняння F (x; y) = 0 визначає у як неявну функцію від х. Надалі будемо вважати, що ця функція — диференційована.

Проддиференціюємо за х обидві частини рівняння F (x; y) = 0, дістанемо рівняння першого степеня відносно 
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Приклад. Знайти 
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 з рівняння 
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Похідна оберненої функції. Нехай задані дві взаємно обернені диференційовані функції

у = f (х) та 
[image: image150.wmf](
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Похідна параметрично заданої функції. Нехай функцію 
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 від
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 задано параметричними рівняннями:
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Приклад. Функцію 
[image: image155.wmf]y

 від
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 задано параметричними рівняннями:
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Знайти похідну 
[image: image158.wmf]dx

dy
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Висновки до другого питання

Результатом вивчення другого питання лекції є основні методи знаходження похідний функцій однієї змінної. Необхідно запам’ятати усі формули розділу для того щоб у майбутньому вільно вирішати усі завдання та розуміти подальший теоретичний матеріал.
3.  Диференціал. Техніка диференціювання. Правила знаходження диференціала

Диференціал – це ( від латинського differetia - різниця, відмінність) значення нескінченне малої зміни математичної величини (функції) виникаюче внаслідок малої зміни змінної. Якщо провести дотичну до графіка функції y=f(x), то при зміні аргументу функції дотична в точці одержує лінійний приріст, який і є диференціалом функції. У більшості випадків записується як df. 

В економіці диференціал - це премія або знижка стосовно ціни базисного сорту, з якими можуть бути запропоновані інші сорти, припустимі до поставки за ф'ючерсним контрактом. Диференціал - компенсація дилерові за здійснення угоди з нестандартною партією цінних паперів.

Поняття диференціала було введено Готфридом Лейбницем. Воно мало суперечливі властивості: по Лейбницу диференціал був нескінченно малим числом. Тобто одночасно - і ненульовим числом і в той же час - по модулю менше будь-якого додатного дійсного числа.

Нехай функція у = f (х) диференційована на деякому проміжку, тобто для будь-якої точки х з цього проміжку границя 
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 існує і дорівнює скінченному числу.

Враховуючи взаємозв’язок змінної величини, що має скінченну границю, і нескінченної малої величини, можемо записати 
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Помноживши всі члени останньої рівності на 
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З виразу (5) випливає, що приріст функції 
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 складається із суми двох доданків, з яких перший доданок — так звана головна частина приросту, лінійна відносно 
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 завжди нескінченно мала величина вищого порядку, ніж 
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Означення. Добуток 
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 називається диференціалом функції у = f (х); його позначають символом dy, тобто
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Знайдемо диференціал функції у = х; для цього випадку 
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. Таким чином, диференціал незалежної змінної збігається з її приростом 
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Приклад. Знайти диференціал dy функції 
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: 1) при довільних значеннях х та 
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Вираз (5) з урахуванням (6) можна записати так:
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Якщо 
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При малих 
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 у виразі (8) нехтують і користуються наближеною рівністю 
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Приклад. Обчислити наближено 
[image: image190.wmf]27
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Правила знаходження диференціала

1. у = с; dy = 0;
2. 
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Висновки до третього питання

Диференціал в математиці — головна лінійна частина приросту функції або відображення. В математичному аналізі диференціал традиційно вважається нескінченно малим приростом змінної. Наприклад, якщо x — змінна, тоді приріст значення x часто позначається Δx (чи δx, якщо цей приріст малий). Диференціал dx також є таким приростом, але нескінченно малим. Варто зазначити, що таке визначення не є математично строгим, але воно зручне для розуміння, також існує багато способів зробити визначення математично точнішим. 

Висновки до лекції 

У лекції ми розглянули два основні поняття: похідній і диференціала. Важко переоцінити  значення розуміння сутності цих понять для економічних застосувань математики. Надалі ми в цьому переконаємося.
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План лекції 
	1.
	Похідні і диференціали вищих порядків. Основні теореми диференційного числення. Правило  Лопіталя
	

	2.
	Зростання та спадання функцій. Знаходження екстремуму функції
	

	3.
	Дослідження функції на екстремум за допомогою похідних вищих порядків. Найбільше і найменше значення функції на відрізку
	


Вступ
Нехай функція задана на деякому проміжку і нехай всередині цього проміжку вона має похідну . Тоді може трапитися випадок, що , функція, будучи функцією від  х, в деякій точці , а можливо, і в усіх точках цього проміжку, в свою чергу, має похідну. Цю похідну називають похідною другого порядку, або другою похідною, від функції в точці. Отже, за означенням похідна другого порядку є похідна першого порядку від похідної першого порядку. Звідси випливає таке правило знаходження похідної другого порядку: щоб знайти від функції похідну другого порядку, треба знати спочатку від цієї функції похідну першого порядку , а потім від похідної знайти ще похідну першого порядку. Інакше кажучи, треба функцію диференціювати два рази.    Аналогічно визначаються диференціали другого, третього, четвертого і т.д. порядків.
1. Похідні і диференціали вищих порядків. Основні теореми диференційного числення. Правило  Лопіталя.

Похідна 
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 називається похідною першого порядку і являє собою деяку нову функцію. Мож​ливі випадки, коли ця функція сама має похідну. Тоді похідна від похідної першого порядку 
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 називається похідною другого порядку від функції 
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EMBED Equation.3[image: image199.wmf]2
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Похідна від похідної другого порядку 
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 називається похід​ною третього порядку і позначається 
[image: image201.wmf]y

¢

¢

¢

, 
[image: image202.wmf](

)

3

3

,

dx

x

d

x

f

¢

¢

¢

.

Похідна від похідної (n – 1)-го порядку 
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 називається похідною n-го порядку і позначається 
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Таким чином, 
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Приклад. Знайти похідну третього порядку для функції
[image: image206.wmf](
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Основні теореми диференційного числення.  Правило  Лопіталя

Теорема Ферма. Якщо диференційована на проміжку
[image: image207.wmf]D

 функція 
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 досягає найбільшого або найменшого значення у внутрішній точці 
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 цього проміжку, то похідна функції в цій точці дорівнює нулю, тобто 
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Геометричний зміст теореми Ферма. Геометричний зміст похідної 
[image: image211.wmf](
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 являє собою кутовий коефіцієнт дотичної до кривої 
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. Звідси рівність нулю похідної 
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 геометрично озна​чає, що у відповідній точці цієї кривої дотична паралельна осі Ох.

Теорема Ролля. Якщо функція f (х): 1) неперервна на сегменті [a;b]; 2) диференційована на інтервалі (а; b); 3) на кінцях сегмента набуває рівних між собою значень, тобто f (a) = f (b), то на інтервалі (а; b) існує хоча б одна точка 
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Геометричний зміст теореми Ролля. Якщо крайні ординати неперервної кривої у = f (х), яка має в кожній точці дотичну, рівні, то на цій кривій знайдеться принаймні одна точка з абсцисою 
[image: image216.wmf](
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, в якій дотична паралельна осі Ох (рис. 1).
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Рис. 1

Теорема Лагранжа (теорема про скінченні прирости функції).

Якщо функція f (х): 1) неперервна на сегменті [a; b]; 2) диференційована на інтервалі (а; b), то на інтервалі знайдеться хоча б одна точка 
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(1)

Геометричний зміст теореми Лагранжа. Запишемо формулу (1) у вигляді
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З рис. 2 бачимо, що величина 
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 є тангенсом кута 
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нахилу хорди, що проходить через точки А і В графіка функції 
у = f (х) з абсцисами а і b.
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Рис. 2

Водночас, 
[image: image224.wmf](
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 — тангенс кута нахилу дотичної до кривої у точці С з абсцисою 
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. Таким чином, геометричний зміст рівності (1) або рівносильної для неї рівності (2) можна визначити так: якщо для всіх точок кривої у = f (х) існує дотична, то на цій кривій знайдеться точка з абсцисою 
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, в якій дотична паралельна хорді АВ, що сполучає точки А і В.

Теорема Коші. Якщо f (x) і 
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 дві функції: 1) неперервні на сегменті [a; b]; 2) диференційовані на інтервалі (а; b); 3) 
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, то на інтервалі (а; b) знайдеться хоча б одна точка 
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Правило Лопіталя

Розглянемо відношення 
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 визначені й диференційовані в деякому околі точки а, виключаючи, можливо, саму точку а. Може бути, що при 
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 обидві функції 
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 прямують до 0 або до (, тобто ці функції одночасно є нескінченно малими або нескінченно великими величинами при 
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У цьому випадку, використовуючи похідні 
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, можна сформулювати правило для знаходження границі функції f (x) при 
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, тобто визначити спосіб для розкриття невизначеностей виду (4.17).

Теорема(правило Лопіталя). Границя відношення двох нескінченно малих або нескінченно великих функцій дорівнює границі відношення їхніх похідних (скінченній або нескінченній), якщо остання існує.

Зауваження. Якщо 
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 прямують одночасно до 0 або до ( і задовольняють ті умови, які були накладені теоремою на функції 
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 знову застосовуємо правило Лопіталя і виводимо формулу
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Приклад. Знайти 
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Висновки до першого питання.
Нами було розглянуто важливі теоретичні положення: похідні вищих порядків та основні теореми диференційного числення, яки будемо використовувати далі.
1. Зростання та спадання функцій. Знаходження екстремуму функції.
Функція f (x) називається зростаючою на проміжку, якщо більшому значенню аргументу відповідає більше значення функції (якщо 
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); функція спадна на проміжку, якщо більшому значенню аргументу відповідає менше значення функції (якщо 
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Теорема 1 (необхідна умова зростання (спадання) функції):

1. Якщо диференційована функція зростає на деякому проміжку, то похідна цієї функції невід’ємна на цьому проміжку.

2. Якщо диференційована функція спадає на деякому проміжку, то похідна цієї функції неподатна на цьому проміжку.

Теорема 2 (достатня умова зростання (спадання) функції):

1. Якщо похідна диференційованої функції додатна всере​дині деякого проміжку, то функція зростає на цьому проміжку.

2. Якщо похідна диференційованої функції від’ємна всере​дині проміжку, то функція спадає на цьому проміжку.

Приклад. Знайти проміжки зростання та спадання функції 
[image: image256.wmf]2
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Знаходження екстремуму функції

Означення. При значенні х1 аргументу х функція f (х) має максимум f (х1), якщо в деякому околі точки х1 виконується нерівність 
[image: image257.wmf](
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. Аналогічно: при значенні х2 аргументу х функція f (х) має мінімум f (х2), якщо в деякому околі точки х2 має місце нерівність 
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Максимум або мінімум функції називається екстремумом функції, а ті значення аргументу, при яких досягаються екстремуми функції, називаються точками екстремуму функції (відповідно точками максимуму або мінімуму функції).

Екстремум функції, у загальному випадку, має локальний характер — це найбільше або найменше значення функції порівняно з ближніми її значеннями.

Необхідна умова екстремуму функції.
Теорема. У точці екстремуму диференційованої функції похідна її дорівнює нулю:
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Геометрична умова означає, що в точці екстремуму диференційованої функції 
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 дотична до її графіка паралельна осі Ох
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Рис. 4.10

Наслідок. Неперервна функція може мати екстремум тільки в тих точках, де похідна функції дорівнює нулю або не існує.

Справді, якщо в точці х0 екстремуму функції 
[image: image263.wmf](
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 існує похідна 
[image: image264.wmf](
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, то, згідно з даною теоремою, ця похідна дорівнює нулю.

Значення аргументу х, які для заданої функції перетворюють на нуль її похідну 
[image: image265.wmf](

)

x

f

¢

 або для якої похідна 
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 не існує (наприклад, перетворюється на нескінченність), називаються критичними значеннями аргументу (критичними точками).

Достатні умови екстремуму функції. Із того, що 
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, не випливає, що функція 
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 має екстремум при 
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Теорема 1 (перше правило).
Нехай функція 
[image: image271.wmf](
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 неперервна на деякому інтервалі, в якому міститься критична точка х0, і диференційована в усіх точках цього інтервалу (крім, можливо, самої точки х0). Якщо при переході зліва направо через цю точку похідна:

1) змінює знак з «+» на «–», то при х = х0 функція має максимум;

2) змінює знак «–» на «+», то функція має у цій точці мінімум;

3) не змінює свого знака, то функція в точці х = х0 екстремуму не має.

Зауваження. На основі даної теореми можна сформулювати таке правило для дослідження неперервної функції 
[image: image272.wmf](
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 на максимум і мінімум.

1. Знаходимо першу похідну функції, тобто 
[image: image273.wmf](
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2. Обчислюємо критичні значення аргументу х (критичні точки), для цього:

а) прирівнюємо першу похідну до нуля і знаходимо дійсні корені здобутого рівняння 
[image: image274.wmf](
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;

б) знаходимо значення х, для яких похідна 
[image: image275.wmf](
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 має розрив.

3. Досліджуємо знак похідної ліворуч і праворуч від критичної точки. 

4. Обчислюємо значення функції 
[image: image276.wmf](
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 у кожній критичній точці.

Приклад. Дослідити на максимум і мінімум функцію
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Висновки до другого питання.
Нами було розглянуті теореми про необхідні та достатні умови зростання (спадання) функції) та теорему про необхідну умову екстремуму функції.
3. Дослідження функції на екстремум за допомогою похідних вищих порядків.  Найбільше і найменше значення функції на відрізку. 
Теорема 2 (друге правило). Якщо для диференційованої функції 
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 у деякій точці х0 її перша похідна 
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 дорівнює нулю, а друга похідна 
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 існує й відмінна від нуля, тобто 
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, 
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, то:

1) якщо друга похідна 
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)

0

0

>

¢

¢

x

f

, то в точці х0 функція 
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 має мінімум;

2) якщо 
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 — максимум;

3) якщо 
[image: image286.wmf](
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 — питання залишається відкритим, і для його розв’язання треба застосувати перше правило.
Зауваження. Для критичних точок, в яких похідна функції не 
існує або дорівнює нескінченності, друге правило не застосовується.

Приклад. За допомогою другої похідної дослідити на екстремум функцію 
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Найбільше і найменше значення функції на відрізку

Якщо функція 
[image: image288.wmf](
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 неперервна на проміжку [a; b], то вона набуває на цьому проміжку свого найбільшого й найменшого значення.

Найбільше значення функції на проміжку [a; b] називається абсолютним максимумом, а найменше — абсолютним мінімумом.

Таким чином, функція на відрізку [a, b] досягає свого найбільшого значення на одному з кінців цього проміжку або в такій точці його, яка є точкою максимуму.

Аналогічне твердження можна сформулювати й про найменше значення функції: воно досягається на одному з кінців даного проміжку або в такій внутрішній точці, яка є точкою мінімуму.

Правило. Якщо треба знайти найбільше значення неперервної функції на проміжку [a, b], то необхідно:

1) знайти всі максимуми функції на проміжку;

2) визначити значення функції на кінцях проміжку, тобто обчислити f (a) і f (b);

3) з усіх отриманих значень функції вибрати найбільше: воно й буде найбільшим значенням функції на проміжку.

Аналогічно треба діяти і при визначенні найменшого значення функції на проміжку.
Висновки до третього питання.

Нами розглянуто використання похідних другого порядку для аналізу точки екстремуму. Також розглянуто важливе поняття абсолютного мінімуму (максимуму) функції на проміжку.
Висновки до лекції 
Нами було розглянуто важливі теоретичні положення: похідні вищих порядків та основні теореми диференційного числення, яки будемо використовувати далі. Нами було розглянуті теореми про необхідні та достатні умови зростання (спадання) функції) та теорему про необхідну умову екстремуму функції. Нами розглянуто використання похідних другого порядку для аналізу точки екстремуму. Також розглянуто важливе поняття абсолютного мінімуму (максимуму) функції на проміжку.
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Вступ
Шлях дослідження функції методами диференціального числення наближає нас до кінцевої станції, і після вивчення безперервності, області визначення, інтервалів сталості знака, асимптот, інтервалів монотонності й екстремумів функції залишилося розглянути опуклість, увігнутість і перегини графіка. Почнемо із простих фізичних вправ. Будь ласка, устаньте й нахилитеся вперед або назад. Це опуклість. Тепер витягніть руки перед собою долонями нагору й представте, що тримаєте на груди велику колоду… …ну, якщо не подобається колода, нехай буде ще що/хто-небудь =). Це ввігнутість. У ряді джерел зустрічаються синонімічні терміни опуклість нагору й опуклість униз, але я прихильник коротких назв.

1. Дослідження функції на опуклість та ввігнутість. Точки перегину. Асимптоти кривих. Загальна схема побудови графіків функції
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Означення. Крива на проміжку називається опуклою (угнутою), якщо всі точки кривої лежать нижче (вище) будь-якої її дотичної на цьому проміжку.

З графіка функції 
[image: image290.wmf](
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бачимо: крива 
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 є опуклою на проміжку (а, с) і вгнутою на проміжку (с, b).

Означення. Точка, яка відокремлює опуклу частину кривої від вгнутої, називається точкою перегину. 

Теорема 1. 1) Якщо в усіх точках проміжку (с, b) для функ​ції 
[image: image292.wmf](
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 друга її похідна додатна 
[image: image293.wmf](

)

(

)

0

>

¢

¢

x

f

, то графік функ​ції вгнутий.

2) Якщо в усіх точках проміжку (а, с) друга похідна від'ємна 
[image: image294.wmf](
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, то графік функції випуклий.
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Теорема 2. Якщо для функції 
[image: image296.wmf](
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 друга похідна її 
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 у деякій точці х0 перетворюється на нуль або не існує й при переході через цю точку змінює свій знак на обернений, то точка 
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 є точкою перегину графіка функції.

Зауваження. Якщо у точці х0 друга похідна 
[image: image299.wmf](
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 дорівнює нулю або не існує, але при переході через цю точку 
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 не змінює свого знака, то точка 
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 не є точкою перегину.

Приклад. Знайти інтервали опуклості та вгнутості графіка функції 
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Асимптоти кривих

Означення. Пряма називається асимптотою кривої, якщо відстань d від змінної точки М кривої до цієї прямої при віддаленні точки М у нескінченність прямує до нуля. Асимптоти бувають вертикаль​ні й похилі.
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Вертикальні асимптоти. Якщо 


[image: image305.wmf](

)

¥

=

+

®

x

f

a

x

0

lim

, або 
[image: image306.wmf](

)

¥

=

-

®

x

f

a

x

0

lim

,

або 
[image: image307.wmf](

)

¥

=

®

x

f

a

x

lim

, то пряма х = а є вертикальною асимптотою для графіка функції 
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Приклад. Крива 
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 має вертикаль​ну асимптоту х = 5, оскільки 
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Похилі асимптоти. Нехай крива 
[image: image311.wmf](
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Якщо хоча б одна з границь не існує, то крива похилих асимптот у відповідній півплощині не має.

Приклад. Визначити асимптоти кривої 
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Загальна схема побудови графіків функції

При дослідженні функцій треба:

1. Знайти область визначення функції.

2. Встановити парність (непарність) і періодичність функції.

3. Знайти точки розриву функції та їх характер.

4. Визначити точки перетину графіка функції з осями координат.

5. Знайти точки екстремуму та обчислити значення функції у цих точках.

6. Визначити інтервали зростання й спадання функції.

7. Знайти точки перегину, інтервали випуклості й вгнутості.

8. Знайти асимптоти.

9. Знайти граничні значення функції, коли х прямує до граничних точок області визначення.

Графік функції будують за характерними точками й лініями, отриманими у результаті дослідження. Якщо їх недостатньо, знаходять допоміжні точки для деяких конкретних значень аргументу.

Приклад. Дослідити функцію 
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 і побудувати її графік.

Висновки до першого питання.

Нами розглянуто дослідження функції на опуклість та ввігнутість. Точки перегину. Асимптоти кривих. Загальна схема побудови графіків функції.
2.  Економічний зміст похідної.

Розглянемо задачу про продуктивність праці. Нехай функція 
[image: image316.wmf](

)

t

u

u

=

 відображає кількість виробленої продукції u за час t і необхідно знайти продуктивність праці в момент t0.

За період часу від t0до 
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 кількість виробленої продукції зміниться від значення 
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 до значення 
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; тоді середня продуктивність праці за цей період часу 
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. Очевидно, що продуктивність праці в момент t0 можна визначити як граничне значення середньої продуктивності за період часу від t0 до 
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Таким чином, продуктивність праці є похідна від обсягу вироб​леної продукції по часу.

Розглянемо ще одне поняття, яке ілюструє економічний зміст похідної.

Витрати виробництва у будемо розглядати як функцію кількості продукції х, що виробляється. Нехай 
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 — приріст продукції, тоді 
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 — приріст витрат виробництва і 
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 — середній приріст витрат виробництва продукції на одиницю продукції. Похідна 
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 виражає граничні витрати виробництва і характеризує наближено додаткові затрати на виробництво одиниці додаткової продукції.

Граничні витрати залежать від рівня виробництва (кількість продукції, що випускається) х і визначаються не постійними виробничими затратами, а лише змінними (на сировину, паливо та ін.). Аналогічним чином можуть бути визначені гранична виручка, граничний дохід, граничний продукт, гранична корисність, гранична продуктивність та інші граничні величини.

Застосування диференціального числення для дослідження економічних об’єктів та процесів на основі аналізу цих граничних величин дістало назву граничного аналізу. Граничні величини характеризують не стан (як сумарна чи середня величини), а процес зміни економічного об’єкта. Таким чином, похідна виступає як швидкість зміни деякого економічного об’єкта (процесу) за часом або відносно іншого об’єкта дослідження. Але необхідно врахувати, що економіка не завжди має змогу використовувати граничні величини у зв’язку з неподільністю багатьох об’єктів економічних розрахунків та дискретністю економічних показників у часі (наприклад, річних, квартальних, місячних та ін.). Водночас у деяких випадках можна знехтувати дискретністю показників і ефективно використовувати граничні величини.

Розглянемо, наприклад, співвідношення між середнім та граничним доходом в умовах монопольного та конкурентного ринків.

Сумарний дохід (виручка) від реалізації продукції r можна визначити як добуток ціни одиниці продукції р на кількість продукції q, тобто r = pq.

В умовах монополії одна або кілька фірм повністю контролю​ють пропозицію певної продукції, а отже, і її ціну. При цьому, як правило, зі збільшенням ціни попит на продукцію падає. Вважаємо, що цей процес проходить по прямій, тобто крива попиту p (q) є лінійна спадна функція 
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. Звідси сумарний дохід від реалізованої продукції складає 
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(див. рис. А). У цьому разі середній дохід на одиницю продукції 
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, а граничний прибуток, тобто додатковий дохід від реалізації одиниці додаткової продукції, складатиме 
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 (див. рис. А). Звідси, в умовах монопольного ринку зі зростанням кількості реалізованої продукції граничний прибуток зменшується, внаслідок чого відбувається зменшення (з меншою швидкістю) середнього прибутку.

В умовах досконалої конкуренції, коли на ринку функціонує велика кількість учасників і кожна фірма не здатна контролювати рівень цін, стабільна реалізація продукції можлива при домінуючій ринковій ціні, наприклад, p = b. При цьому сумарний прибуток становитиме r = bq і відповідно середній прибуток 
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; граничний прибуток 
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 (див. рис. Б). Таким чином, в умовах ринку вільної конкуренції, на відміну від монопольного ринку, середній та граничний прибутки збігаються.
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        Рис. А
Рис. Б
Для дослідження економічних процесів та розв’язування інших прикладних задач використовується поняття еластичності функції.

Означення. Еластичністю функції 
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Еластичність функції наближено показує, на скільки відсотків зміниться функція 
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Висновки до другого питання
Розглянуто економічний зміст похідної на прикладі задачу про продуктивність праці. 
Висновки до лекції № 10

Лекція є останньою в цьому семестрі. Увесь теоретичний матеріал усіх лекцій семестру входить у залік. Для одержання заліку повинні бути виконані всі завдання, здані модульні контролі. 

Висновки до теми № 4
У темі №4 розглянуті питання, пов'язані з поняттям похідної. Це дуже важливий теоретичний матеріал, необхідний у всіх економічних дисциплінах, необхідний для аналізу економічних процесів, вибору оптимальних рішень і т.д.

РЕКОМЕНДОВАНА Література до теми 4:
16. Барковський В.В., Барковська Н.В. Математика для економістів. Навч. посіб. – К.: НУЛ, 2010. – 448с.

17. Бугір М.К. Математика для економістів. – К.: ВЦ „Академія”, 2003.

18. Валєєв К.Г., Джалладова І.А. Вища математика. – К.: КНЕУ, 2001.

19. Вища математика. Навч.-метод. посіб. для самост. вивчення дисципліни / За  ред.  К.Г. Валєєва,  І.А. Джалладової,  О.І. Лютого,  О.І. Макаренка,  В.Г. Овсієнка – К.: КНЕУ, 1999.

20. Дубовик В.П., Юрик І.І. Вища математика. – К.: АСК, 2004. Высшая математика для экономистов, Учеб. Пособие /Н.Ш. Кремер, Б.А. Путко, И.М. Гришин, М.Н. Фридман; Под ред. проф. Н.Ш. Кремера.-М.: Банки и биржи, ЮНИТИ, 2002.-439с.

21. Неміш В.М., Процик А.І., Березька К.М. Вища математика (практикум). Навч. посіб. – Тернопіль: Економічна думка, 2001.

22.  Гудименко Ф.С., Борисенко Д.М., Волкова В.О. та ін. Збірник задач з вищої математики. – К.: Вид-во КДУ, 1967.

23.  Тевяшев А.Д., Литвин О.Г. Вища математика. Загальний курс. Збірник задач та вправ. – Х.: Рубікон, 1999.

24.  Шкіль М.І. Математичний аналіз. – К.: Наук. думка, 1994

25.  Будкіна Т. В. Вища математика. Практикум: частина 2: Вступ до математичного аналізу , Посібник для самостійної роботи студентів - К. : Університет економіки та права "КРОК", 2006. - 78 с. 

26.  Іваненко Т. В. Вища математика. Практикум: частина 3: Диференційне числення функції багатьох змінних, Посібник для самостійної роботи студентів - К. : Університет економіки та права "КРОК", 2008. - 78 с. 

27.  Дубовик В.П., Юрик І.І. Вища математика. – Навч. посібник.– К:. А.С.К., 2001.– 681 с.

28.  Вища математика: Збірник задач: Навч. посібник /В.Дубовик, І. Юрик, І. Вовкодав та ін.; За ред. В.Дубовика, І. Юрика. – К:  2001, – 480 с.

29.  Антоненко В.Ф., Клюс І.С.,  Горідько Р.В.,  Чуб Л.О. Вища математика. Модуль 1. Лінійна, векторна алгебра та аналітична геометрія: Навч. посібник. – К.: Книжкове вид-во НАУ, 2006. – 300 с.

30.  Крисак Я.В., Левковська Т.А., Горідько Р.В., Чуб Л.О., Вишневський О.А. Вища математика. Модуль 2. Вступ до математичного аналізу. Диференціальне числення функції однієї змінної: Навч. посібник. – К.: Книжкове вид-во НАУ, 2006. – 284 с. 
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