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ТЕМА 1. Парний лінійний регресійний аналіз
Практичне заняття №  1-2 - 4 год.

Постановка задачі

Статистичні дані про показники компанії за ретроспективний період представлені в табл. 1. 
Таблиця 1

Результати виробничої діяльності компанії

	Показник
	Значення за періодами

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Обсяг наданих послуг V, тис. грош. од.
	1200
	1281
	1361
	1467
	1779
	1895
	2050
	2075
	2100
	2153


Завдання  

На базі статистичних даних показників змінних x(t) оцінити параметри однофакторної моделі. Розробити прогноз показників компанії на три періоди з оцінкою його точності. 

Прогноз можна здійснювати на основі тренда (тренд - це тенденція зростання або зменшення показника у часі). При такому підході до прогнозування час (t) є узагальнюючим показником, який заміняє сукупність основних факторів, що впливають на цільові показники. Для квантифікації основних тенденцій (побудови тренду) необхідно для кожного цільового показника провести згладжування даних динамічного ряду шляхом підбору (наприклад, регресійним аналізом) функції, яка описує закономірність зміни рівня цільового показника від часу:

Yi = f i ( t ),

де Yi – значення цільового показника в періоді с номером t.

Для оцінювання параметрів моделі використовується MS Excel: «Сервіс» - «Аналіз даних» - «Регресія» (рис. 1), де Y – це обсяг наданих послуг, а Х – період.
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Рис. 1. Побудова регресійної моделі у MS Excel

Результати регресійного аналізу наведено нижче.

	ВЫВОД ИТОГОВ
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Регрессионная статистика
	
	
	
	
	

	Множественный R
	0,970494
	
	
	
	
	

	R-квадрат
	0,941858
	
	
	
	
	

	Нормированный R-квадрат
	0,93459
	
	
	
	
	

	Стандартная ошибка
	95,47888
	
	
	
	
	

	Наблюдения
	10
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Дисперсионный анализ
	
	
	
	

	 
	df
	SS
	MS
	F
	Значимость F
	

	Регрессия
	1
	1181409
	1181409
	129,5942
	3,2E-06
	

	Остаток
	8
	72929,73
	9116,217
	
	
	

	Итого
	9
	1254339
	 
	 
	 
	

	
	
	
	
	
	
	

	 
	Коэффициенты 
[image: image2.wmf]b


	Стандартная ошибка
	t-статистика
	P-Значение
	Нижние 95%
	Верхние 95,0%

	Y-пересечение
	1077,933
	65,22449
	16,52651
	1,81E-07
	927,5254
	1228,341

	Переменная X 1
	119,6667
	10,51188
	11,38395
	3,2E-06
	95,42623
	143,9071


Отримаємо наступну функції ряду у=119,67х+1077,93. Економічний зміст коефіцієнта β: зміна періоду часу на 1 призводить до зміни обсягу наданих послуг на 119,67 тис. грош. од.

Для отримання прогнозного значення 11 періоду, необхідно додати його до рівняння регресії:


[image: image3.wmf]y

=119,67*11+1077,93=2394,3

Для отримання інтервального прогнозного значення 11 періоду (тобто верхньої та нижньої межи проміжку, у якому знаходиться істинне значення прогнозного показника), необхідно розрахувати середньоквадратичне відхилення:
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 - сума залишків у квадраті.

Інтервальний прогноз визначається виразом:
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 - значення t-критерію.

Отже, інтервальний прогноз з надійністю 95% (при рівні значимості 0,05 для t-критерію) дорівнює:

2394,3-2,306*95,48
[image: image8.wmf]£
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2394,3+2,306*95,48

або

2174,126
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2614,47.

Параметри моделі статистично значимі, якість моделі доволі висока, що підтверджують наступні розрахунки:

1. Коефіцієнт детермінації 
[image: image10.wmf]2

R

=0,94. Тобто, побудована модель на 94% пояснює зміну обсягу наданих послуг, що є гарним показником адекватності моделі.

2. Скорегований коефіцієнт детермінації 
[image: image11.wmf]2

кор

R

=0,93. Як бачимо, значення коефіцієнту суттєво не змінилося, що також підтверджує хорошу відповідність моделі вхідним даним.

3. Для визначення статистичної значимості коефіцієнта детермінації використаємо значення F-критерію 
[image: image12.wmf]розр

F

=129,59 та порівняємо його з критичним значенням F за відповідною таблицею (додаток А). Розрахункове значення F-критерію порівнюється з критичним при заданому рівні значущості p та числі ступенів свободи: f1=к (де к – кількість факторних змінних, для парної лінійної регресії дорівнює 1;  f2=n- к-1 (n – кількість спостережень). Якщо 
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, то з ймовірністю 95% підтверджується гіпотеза о статистичній значимості моделі.

4. Перевірка статистичної значимості коефіцієнтів рівняння регресії за допомогою t-критерію: значення першого 
[image: image14.wmf]1

розр

t

=16,53 та значення для другого коефіцієнту 
[image: image15.wmf]2

розр

t

=11,38; критичне значення t-критерію для числа ступенів свободи f=n-к-1 визначається за додатком Б та дорівнює 2,306. Якщо 
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, то гіпотеза о статистичній незначимості коефіцієнтів рівняння з ймовірністю 95% відхиляється.

В цілому можна зробити висновок, що отримана модель тренду достатньо адекватно описує статистичну залежність та цілком придатна для побудови прогнозу.

Варіанти для виконання завдання (n-номер студента у журналі)
	Обсяг продаж
	витрати на здійснення продажу
Варіант №1
	ціна продукції
Варіант №2
	обсяг закупок товарних запасів
Варіант №3
	витрати на рекламу сектора
Варіант №4

	Y
	X1
	X2
	X3
	X4

	554+n
	398
	562
	499
	769

	544
	369
	590
	166
	888

	429+2*n
	268
	567
	892
	513

	550
	484
	579
	1067
	396

	487
	394
	591
	1426
	516

	471+n
	332
	601
	613
	205

	463
	336
	598
	-304
	401

	411
	383
	600
	-446
	316

	412+2*n
	285
	631
	-284
	125

	484
	277
	623
	757
	683

	574
	456
	649
	1440
	524

	509
	355
	649
	1129
	767

	538+n
	361
	636
	1283
	961

	489
	320
	656
	100
	480

	403+2*n
	311
	670
	-247
	272

	494
	362
	669
	1167
	727

	531
	408
	662
	1204
	623

	514
	433
	679
	1218
	247

	440+2*n
	359
	689
	711
	739

	515
	476
	714
	-42
	633

	515
	415
	693
	-469
	287

	499+n
	420
	697
	76
	914

	593
	536
	732
	1275
	740

	470
	432
	734
	-496
	162

	537
	436
	730
	1000
	430

	463
	415
	749
	-402
	411

	571
	462
	732
	682
	925

	510
	429
	742
	880
	833

	612+2*n
	517
	743
	271
	749

	479
	328
	771
	593
	875

	504
	418
	786
	1420
	744

	529
	515
	771
	1264
	213

	465
	412
	782
	296
	265

	532+n
	455
	779
	180
	946

	618
	554
	810
	423
	925

	480
	441
	798
	-216
	500

	551
	417
	806
	1484
	832

	527
	461
	823
	-176
	912


ТЕМА 2. Автокореляції  залишків  
Практичне заняття № 3  - 2 год.

Для  перевірки  наявності  автокореляції  залишків  найчастіше  застосовується критерій Дарбіна — Уотсона (DW) (d-тест). Нульова гіпотеза припускає відсутність автокореляції (
[image: image17.wmf]0

=

r

). d-статистика Дарбіна-Уотсона обчислюється таким чином: спочатку методом найменших квадратів оцінюємо значення параметрів регресії, потім знаходимо оцінки похибок, які називаються помилками: 
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) і обчислюємо значення статистики по формулі [2]:







(1)

Якщо проведений тест показав, що авторегресія є, то оцінюємо 
[image: image21.wmf]r

 по формулі:
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(2)

Метод Ейткена можна виконати двома способами: шляхом побудови допоміжної матриці (, яка входить як множник у формули узагальненого МНК (
[image: image23.wmf]o
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) і шляхом перетворення матриці даних. Ми розглянемо обидва способи.

1. Коваріаційна матриця вектора похибок  
[image: image24.wmf]u
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 у класичній моделі і 
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 у узагальненій моделі, тобто коли передумови класичної моделі не виконуються, і похибки можуть корелювати між собою.

По методу Ейткена виходять наступні оцінки:








(3)









(4)









(5)









(6)

Якщо відхилення є авторегресійним процесом першого порядку, то матриця ( має наступний вигляд:
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(7)

де 
[image: image29.wmf]r

 - авторегресійний параметр.

2.Матриця первинних даних складається із стовпця ігреків, стовпця одиниць (для визначення вільного члена регресії) і стовпців регресорів. Правила перетворення даних:

Для розрахунку першого рядка перетвореної матриці кожен елемент початкової матриці множиться на 
[image: image30.wmf]2
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. Другий і наступні рядки знаходять по наступних формулах:
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До перетвореної матриці застосовується звичний МНК та отримуємо оцінки параметрів по методу Ейткена.

Практичне завдання

1.  Обрати ряд динаміки (http://www.ukrstat.gov.ua/), для якого побудувати регресійну модель, оцінити методом МНК регресійних коефіцієнтів. Розрахувати вектор оцінок похибок.

2.  Провести тест Дарбіна-Уотсона на автокореляцію.

ТЕМА 3. Побудова виробничої функції Коба-Дугласа
Практичне заняття № 4 – 2 год.

Теоретичні відомості:

Виробнича функція Коба-Дугласа яка включає два фактори виробництва капітал (К) і працю (L), має наступний вигляд [2]:
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AK

L

=

a

b






(1)

де А, (, ( - параметри.

Величина А залежить від обраних одиниць вимірювання, крім того чисельні значення цього параметра визначаються також ефективністю виробничого процесу. Функція однозначна і безперервна (при позитивних значеннях К і L, а граничні продукти капіталу і праці рівні відповідно:
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      (2)

Ці величини повинні бути позитивні, тобто параметри (, ( більше нуля. Другі похідні мають вигляд:
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      (3)

Щоб виконувалися знаки нерівностей, потрібно, щоб  0 < ( < 1, 0 < ( < 1.

Гранична норма заміщення визначається по формулі:
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(4)

а еластичність заміщення,
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Еластичність заміщення в будь-якій точці кривої, що характеризує виробничу функцію Коба-Дугласа, дорівнює одиниці.

Функція Коба-Дугласа при зміні масштабів виробництва в ( раз буде мати вигляд:
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тобто ступінь однорідності цієї функції дорівнює (+(. Якщо (+(=1, то рівень ефективності не залежить від масштабів виробництва. Якщо (+(<1, то середні витрати, розраховані на одиницю продукції убувають, а при  (+(>1 – зростають з розширенням масштабу виробництва. Ці властивості не залежать від чисельних значень К і L і зберігають силу в будь-якій точці виробничої функції.

Виробнича функція з постійною еластичністю заміщення (CES-функція) для двох факторів виробництва має вигляд:
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де (, (, ( і ( є параметрами.

Значення параметра ( залежить від одиниць вимірювання і може служити мірою ефективності виробничого процесу. При позитивних значеннях Q, К і L функція однозначно визначена і є безперервною (якщо виконуються деякі обмеження на параметри). Граничні продукти праці і капіталу виглядають таким чином:
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Граничні продукти позитивні, якщо
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Похідні для умов другого порядку виглядають таким чином:
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Ці величини від'ємні, якщо 
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Оскільки А, (1-(), Q, L, K і ( позитивні, то 
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звідки: або (>-1 і (/(>0, або (<-1  (/(<-1.

Гранична норма заміщення визначається наступною формулою:
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Таким чином, вона залежить як від K і L, так  від (  і (. Виписавши приватні похідні R по К і L, одержуємо:
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а еластичність заміщення можна записати таким чином:
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Таким чином, параметр ( характеризує еластичність заміщення, а від Q, К і L вона не залежить.

При збільшенні витрат К і L в ( раз обсяг продукції, що випускається, змінюється таким чином:
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Отже, при 
[image: image58.wmf]n

=

1

 ефективність не залежить від зміни масштабів виробництва, 
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 - з розширенням масштабів виробництва підвищується і його ефективність, а при 
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 - з розширенням масштабів виробництва його ефективність знижується. Таким чином, ( є параметром, який характеризує ефективність виробництва.

Виробничі функції Коба-Дугласа і CES незручно оцінювати безпосередньо по методу найменших квадратів, тому їх представляють в наступному вигляді:

Функція CES:
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Функція Коба-Дугласа:
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Практичне завдання

1.Дані наведені привести до вигляду, необхідного для визначення параметрів регресії.

2.Знайти значення параметрів регресії.

3.Надати економічну інтерпретацію отриманим результатам
	№
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Обсяг ресурсів праці
	2,5
	3
	4
	4,5
	5
	5,5
	6
	6,5
	7
	7,5
	8
	8,5

	Вартість виробничих фондів
	4
	4
	5
	5
	6
	6
	7
	7
	8
	8
	9
	9

	Обсяг продукції (по варіантах)
	Варіант1
	7,2
	7,5
	10,4
	11,6
	13,1
	14,2
	15,8
	17,1
	17,2
	18,7
	19
	19,3

	
	Варіант2
	11,9
	13,2
	17,5
	18,9
	22,8
	24,9
	27,8
	29,6
	32,5
	33,4
	35,1
	37,1

	
	Варіант3
	5,5
	6
	8,4
	9,5
	10,8
	11,8
	13,2
	14,2
	14,4
	15,9
	16,2
	16,8

	
	Варіант4
	6,9
	7,4
	10,1
	11,2
	12,7
	13,7
	15,2
	16,4
	16,6
	18
	18,3
	18,6

	
	Варіант5
	4,4
	4,6
	6,1
	6,6
	7,4
	7,8
	8,5
	9,1
	9,2
	9,9
	10
	10,3

	
	Варіант6
	8,3
	8,6
	11,2
	12,2
	13,5
	14,3
	15,5
	16,6
	16,6
	17,8
	18,1
	18,6

	
	Варіант7
	5,6
	6
	7,7
	8,3
	9,1
	9,6
	10,4
	10,9
	11,1
	11,8
	12
	12,5

	
	Варіант8
	15
	15,7
	21,9
	24,5
	27,8
	30,1
	33,5
	36,3
	36,6
	39,9
	40,4
	40,8

	
	Варіант9
	7,5
	7,7
	9,8
	10,5
	11,5
	12
	13
	13,7
	13,8
	14,7
	14,9
	15,5

	
	Варіант10
	5,3
	6
	6,8
	7
	7,2
	8
	8,6
	9
	9,7
	10
	11
	11,4

	
	Варіант11
	11
	11,3
	12
	12,5
	12,9
	13,3
	14
	14,9
	15,3
	15,8
	16
	16,8

	
	Варіант12
	4,7
	4,9
	6,1
	6,6
	7,4
	7,8
	8,5
	9,1
	9,2
	9,8
	10
	10,3

	
	Варіант13
	15,1
	15,7
	21,9
	24,6
	27,8
	30,1
	33,7
	36,3
	36,6
	39,9
	40,5
	40,8

	
	Варіант14
	7,1
	7,5
	10,7
	11,6
	13,6
	14,2
	15,8
	17,1
	17,2
	18,6
	19
	19,4

	
	Варіант15
	8,1
	8,6
	11,7
	12,2
	13,5
	14,3
	15,7
	16,6
	16,6
	17,8
	18,1
	18,9
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ПИТАННЯ ДЛЯ ПІДСУМКОВОГО КОНТРОЛЮ ЕКЗАМЕН
1. Економетрія. Предмет і методи дослідження.

2. Етапи проведення економетричного аналізу.
3. Основні задачі, що вирішує економетрія.
4. Проста регресія.

5. Множинна регресія.

6. Форми регресії.

7. Лінійна регресія.

8. Нелінійна регресія, класи нелінійних регресій.

9. Приведення нелінійної регресії до лінійного.

10. Виробничі функції.
11. Властивості виробничих функцій
12. Коефіцієнти еластичності.

13. Дисперсія залишків.

14. Метод найменших квадратів.

15. Кореляційний момент.

16. Коефіцієнт кореляції.

17. Перевірка гіпотези про значимості коефіцієнта кореляції.

18. Стандартне відхилення кутового коефіцієнта a і його довірчий інтервал.

19. Стандартне відхилення вільного члена b.

20. Довірча зона регресії.

21. Прогноз і його довірчі інтервали.

22. Оцінка адекватності нелінійної парної регресії.

23. Прогноз і його довірчий інтервал для парної квазілінійної регресії.
24. Міри точності прогнозу: стандартне відхилення, середня абсолютна процентна помилка, середня процентна помилка, середня помилка, середній квадрат помилки, сума квадратів помилок.
25. Основні припущення в багатофакторному регресійному аналізі.
26. Етапи побудови багатофакторної регресійної моделі. 

27. Властивості методу найменших квадратів. 

28. Коефіцієнт множинної кореляції і детермінації.
29. Перевірка моделі на адекватність за допомогою F- критерію Фішера.

30. Проблема гетероскедастичності. Автокореляція. 

31. Аналіз лінійної моделі множинної регресії при гетероскедастичності й автокореляції.

32. Автокореляція в залишках, її вимір і інтерпретація. Критерій Дарбіна-Уотсона 

33. Аналіз тимчасових рядів при наявності періодичних коливань: адитивна та мультиплікативна моделі.

34. Автокореляція рядів динаміки і методи її усунення.
35. Методи оцінювання ступеня мультиколінеарності
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